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Abstract5  

In competitive markets, attracting potential customers and keeping current customers is a survival 
condition for each company. So, paying attention to the requests of customers is important and vital. In 
this paper, the problem of order acceptance and scheduling has been studied, in which two types of 
customers or agents compete in a single machine environment. The objective is maximizing sum of the 
total profit of first agent's accepted orders and the total revenue of second agent. Therefore, only the 
first agent has penalty and its penalty function is lateness and the second agent's orders have a common 
due date and this agent does not accept any tardy order. To solve the problem, a mathematical 
programming, a heuristic algorithm and a pseudo-polynomial dynamic programming algorithm are 
proposed. Computational results confirm the ability of solving all problem instances up to 70 orders 
size optimally and also 93.12% of problem instances up to 150 orders size by dynamic programming. 
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 üĉv Ăí ºý¹v¹ ûwLLLÊý ûwýj )ºý¹v¹ ½v¾é ĈLLLÅ½¾z ¹½Āù

Ăz ĂöuÆù  ¡ºÉ hard-NP,1  ÀĊý ûj ô³ ćv¾z )¢Åv

 óºù ìĉMIP  Ătv½v ûv¾í ÿ Ă·wLLLÉ ø¤ĉ½Āòõv ìĉ ÿ

 ø¤ĉ½Āòõv ìLLĉ ĂLLÞõwLLÖù üĉv ½¹ üĊþ°úă )ºLLý¹¾í

ĂĊ{LLÉ$ºĉ¾{£ ć¿wLLÅ ,2SA ¹wÞzv ½¹ ôtwLLÆù ô³ ćv¾z #

)¢Åv āºÉ Ătv½v ï½Àz 

ÿ ÿÿ  ûv½wîúă$-+,.# ĂþĊúí ĈöùwÝÿ¹ ĆöuÆù ć¿wÅ

ûwù¿ ÛĀú¬ù¹ÿº´ù ÿ óÿv ôùwÝ ôĊúî£ ćwă¹¾í û

ûwù¿ ÛĀú¬ù Ï¾å wz ÷ÿ¹ ôùwÝ ôĊúî£ ćwă

$ ½wí ¾ă ćv¾z ¹ÿ½ÿ ûwù¿ ü¤å¾ñ¾Úý½¹
1 2

21| | :i i ir C C Q¢ä ä ĂÞõwÖù v½ #¾í ûwýj )ºý¹

 ¡ºÉ Ăz ĂöuÆù üĉv Ăí ºý¹v¹ ûwÊýNP-hard  ÿ ¹Āz

ô³ ćv¾z  Ătv½v ûv¾í ÿ Ă·wÉ ø¤ĉ½Āòõv ìĉ ûj ĆþĊĄz

¾í Ûwú¤«v ø¤ĉ½Āòõv ìĉ ĂÞõwÖù üĉv ½¹ üĊþ°úă )ºý¹

ûwò¯½Āù,3  ü¤åwĉ ćv¾z ÀĊý ìĊ¤ýÁ ø¤ĉ½Āòõv ½wĄ¯ ÿ

xvĀ« ÿ ĀtvÁ )¢Åv āºÉ ā¹v¹ ĂÞÅĀ£ ĂþĊĄz ìĉ¹Àý ćwă

Āõ $-+,.# ûwù¿ ôtwÆù Ăí ºý¹v¹ ûwÊý ĈöùwÝÿ¹ ćºþz
1 2

max max 2|| :mP C C Q¢  ÿ
1 2

max 2|| :m iP C C Q¢ä  ĈñºĊ°Ċ~ ćv½v¹-NP

hard  ø¤ĉ½Āòõv ìĉ ôtwÆù üĉv ¿v ìĉ¾ă ćv¾z ÿ ¹Āz

Ăùwý¾zĂ{É ćwĉĀ~ ćÀĉ½Ăöú«ºþ¯ Ătv½v ćv¾í )ºý¹

ø¤ĉ½Āòõv üĉv ćwþ{ù ¾z üĊþ°úă ìĉ ĂöuÆù ¾ă ćv¾z wă

FPTAS ûv½wîúă ÿ ðþ¯ )ºý¹v¹ ĂÞÅĀ£ ÀĊý $-+,. #

 ĆöuÆù ô³ ćv¾z1 2

max 21| | :i ir C L Q¢ä  ìĉ

 ø¤ĉ½Āòõv ìĉ ÿ ûv¾í ÿ Ă·wÉ ø¤ĉ½ĀòõvSA  ĂÞÅĀ£

¹v¹ā  ø¤ĉ½Āòõv Ăí ºý¹v¹ ûwÊý ÿSA  üĊòýwĊù ćv½v¹

" ćwÖ· ºÍ½¹0*+ )¢Åv ĂýĀúý ôtwÆù ôí ½¹ 

$ ðývÿ ÿ Ĉõ-+,/ûwù¿ ĆöuÆù #ĂÅ ćºþz ĈöùwÝ

ĂþĊúíûwù¿ Ĉý¿ÿ ÛĀú¬ù ć¿wÅ ćwă½wí ôĊúî£ ćwă

 Ăz Óÿ¾Êù v½ óÿv ôùwÝ ÷ÿ¹ ôùwÝ ¡wĊöúÝ Ćþùv¹ Ăîþĉv

ì¯Āíz üĊÞù ½vºêù ìĉ ¿v ¾£ºÉw  ć½vºĄòý ¢ĊõwÞå ÿ

 ûwù¿ ¿v Ì¸Êù ą¿wz ìĉ ½¹ ÷ĀÅ ôùwÝ ¡v¾ĊúÞ£ ÿ

ā¹¾í ô³ I¹ĀÉ ÷w¬ýv ÿ Ă·wÉ ø¤ĉ½Āòõv ìĉ ûwýj )ºýv

 ü¤åwĉ ćv¾z ìĊ¤ýÁ ø¤ĉ½Āòõv ìĉ ÿ ĂþĊĄz ô³ ćv¾z ûv¾í

xvĀ«ā¹¾í Ătv½v ĂþĊĄz ìĉ¹Àý ćwă·wÉ )ºýv ûv¾í ÿ Ă

Ătv½v ¹wÞzv w£ ôtwÆù ĆþĊĄz ô³ Ăz ½¹wé Ăõwêù üĉv ½¹ āºÉ

-/  ½wí¢Åv$ Āõ ÿ ĀtvÁ )-+,/ yĉ¾ê£ ø¤ĉ½Āòõv ìĉ #

 ćwÖ· üĉ¾£ºz º³ wz-  ĈñºĊ°Ċ~ ÿ()O n  ćv¾z

 ĆöuÆù1 2

max max 2|| :mP C C Q¢  Ătv½v¾í )ºý¹

üĊÉwù ¹vºÞ£ Ăí Ĉ¤õw³ ćv¾z wĄýj üĊþ°úă ć¿vĀù ćwă

Ăöú«ºþ¯ ø¤ĉ½Āòõv ìĉ ºÉwz üĊÉwù ÿ¹ ¾zv¾z wz ćv

 ĈñºĊ°Ċ~( )logO n n  üĉ¾£ºz º³ Ăí ºý¹v¹ ĂÞÅĀ£

 ¾zv¾z ûj ćwÖ·-3*, )¢Åv 

 āºÉ ÷w¬ýv ¡wÞõwÖù ¾¤ÊĊz ÛĀÑĀù ¡wĊz¹v ½¹

ûwù¿ āºÉ ÷w¬ýv ĈöùwÝÿ¹ ¢õw³ ½¹ ĈöùwÝºþ¯ ćºþz

Ĉù ¾Úý Ăz Ăí ¢Åv ĈñºĊ°Ċ~ ÈĉvÀåv ûj ôĊõ¹ ºÅ½

 ôùwÝÿ¹ ¿v ÈĊz wz ôtwÆù¢Åv  ÈĊz ¡wÞõwÖù ¹ÿºÞù ÿ

ÿ¹ ¿v ¢õw³ ½¹ ÀĊý ôùwÝ ā¹Āz ĂöuÆù Ëw· ÿ ā¹wÅ ćwă

¢Åvûwúă ÀĊý Ăõwêù üĉv ½¹ ) Ăí ½ĀÕĂ¤æñ  ĆöuÆù ºÉ

ÿ Ç¾ĉ¼~ ûwù¿ ćºþzÇ½wæÅwă Ýÿ¹ ¢õw³ ½¹ Ĉöùw

 ĈÅ½¾zºÉ¢Åv āJ üĉv¾zwþz  ĈÅ½¾z ½¹ Ăõwêù ć½ÿjĀý

 ĂöuÆù ĆþĊĄz ô³ ¾z ÇĒ£ ÀĊý ÿ ÛĀÑĀù ÿ¹ üĉv ÷lĀ£

¢Åv Ăí ¢Åv ĈĄĉºz ) ąºĉv ÿ Ç¾ĉ¼~ ĆöuÆù ÿ¹ yĊí¾£

ûwù¿ ćºþzÇ½wæÅwă ûwù¿ ÿ ĈöùwÝºþ¯ ćºþz ½¹

ć¹¾z½wí ćw¤Åv½ û¹¾í ĂöuÆù ÿ¹ ¾ă¢Åv  ÿ āºþĉj ½¹

Ĉùā¿Ā³ ¿v ºývĀ£)ºÉwz ĈÊăÿÂ~ xv¼« ćwă 

 ½¹ ¿wĊý¹½Āù ćwă¹wúý ÿ ¾Úý¹½Āù ĆöuÆù IĂõwêù Ćùv¹v ½¹
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 ìĉ ÷ĀÅ È¸z ½¹ Ä Å ÿ āºÉ äĉ¾Þ£ ÷ÿ¹ È¸z

Ăùwý¾z ìĉ ÿ ć½wî¤zv ø¤ĉ½Āòõv ìĉ IĈÑwĉ½ óºù ćÀĉ½

Ă{É ćwĉĀ~Ăöú«ºþ¯ āºÉ Ătv½v ĂöuÆù ô³ ćv¾z ćv

w¤ý ÀĊý ÷½wĄ¯ È¸z ½¹ )¢ÅvÇÿ½ ô³ ªĉ ćwă

ĂÞÅĀ£ā¹v¹ āºÉ ôĊö´£ ÿ Ătv½v ĂýĀúý ôtwÆù ¾z āºÉ

Ă¬Ċ¤ý Iø¬þ~ È¸z ½¹ wĄ¤ýv ½¹ )¢Åv ÿ ć¾Ċñ

¹wĄþÊĊ~Ĉĉwă  )¢Åv āºÉ ¾í» Ĉ£j ¡wÞõwÖù ćv¾z 

-( ¿wĊý¹½Āù ćwă¹wúý ÿ ĂöuÆù äĉ¾Þ£ 

ûwù¿ ÿ Ç¾ĉ¼~ ĈöùwÝÿ¹ ĆöuÆù Ăõwêù üĉv ½¹ ćºþz

Ç½wæÅì£ ÔĊ´ù ½¹ wăãºă wz üĊÉwù ĂþĊÊĊz û¹¾í

Ç½wæÅ ¹ĀÅ ÛĀú¬ùĂ¤å¾ĉ¼~ ćwă ÿ óÿv ôùwÝ ąºÉ

Ç½wæÅ ºùj½¹Ă¤å¾ĉ¼~ ćwă ¢õw³ ½¹ ÷ÿ¹ ôùwÝ ąºÉ

¿w¬ù ćv¾z ¹¾í¾ĉ¹ û¹Ā{ýÇ½wæÅwă  ĈÅ½¾z ÷ÿ¹ ôùwÝ

ĈùĀÉ ¡¾ĉwâù ÛĀú¬ù ÀĊý óÿv ôùwÝ Ćúĉ¾« Üzw£ )¹

 Ăí āºÉ Ă¤å¾ñ ¾Úý ½¹ ôĉĀ´£ ºÝĀù ÿ ôĊúî£ ûwù¿

¹w~ ¢åwĉ½¹ ûj ćwþÞù ¿v ¾£¹ÿ¿ ôĉĀ´£ ¡½ĀÍ½¹ Çv

 ôĉĀ´£ ½¹ ¾Ċ·m£ ¡½ĀÍ½¹ Ăúĉ¾« ¢·v¹¾~ ÿ ºÝĀù

Ĉù ćv¾z )ºÉwzÇ½wæÅwă  ôĉĀ´£ ºÝĀù ÀĊý ÷ÿ¹ ôùwÝ

Ăz üĊþ°úă )¢Åv āºÉ Ă¤å¾ñ ¾Úý ½¹ ë¾¤Êù ÷wòþă

Ă¤å¾ĉ¼~ Ç½wæÅ ¾ă Ç¿v¹¾~ý ¿w¬ù ÛwÖêýv āºÉ¢ÆĊ  ÿ

 Ĉ·¾z )¹½vºý ĈĄĊ«Ā£ ÀĊý üĊÉwù ćºúÝ ć½wîĊz

Åv ćwă¹wúýā¹wæ¤¡½w{Ý ĂöuÆù ûwĊz ćv¾z āºÉv5¿v ºý 

S Ç½wæÅ ôí ĆÝĀú¬ù 5wă 

n Ç½wæÅ ôí ¹vºÞ£ 5wă 

kn Ç½wæÅ ¹vºÞ£ 5wă ôùwÝ Ăz èöÞ¤ù ćk 
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sum ik i

P p
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=ä ä# 
k
iq  ºùj½¹ 5k

iJ $1,..., ki n=  ÿ1,2k=# 
k
iC  ôĊúî£ ûwù¿ 5k

iJ $1,..., ki n=  ÿ1,2k=# 

()k
iC s  ôĊúî£ ûwù¿ 5k

iJ  ĈõvĀ£ ½¹s 
# 1,2k=  ÿ 1,..., ki n= $ 

k
id  ôĉĀ´£ ºÝĀù 5k

iJ   $1,..., ki n=  ÿ1,2k=# 

2d  ë¾¤Êù ôĉĀ´£ ºÝĀù 5Ç½wæÅwă  ÷ÿ¹ ôùwÝ 

$2

2: ii d d" =# 
k
iL  ôĉĀ´£ ºÝĀù ÿ ôĊúî£ ûwù¿ ¡¾ĉwâù 5k

iJ Ăí I

 wz ¾zv¾zk k
i iC d- )¢Åv   $1,..., ki n=  ÿ1,2k=# 

k
iU  ćv¾z ¾ñv 5k

iJ  ½vºêùk
iL  üĉv IºÉwz ¢{¨ù

Ç½wæÅ wz āv¾úă ¹¾í¾ĉ¹ ¢Åv  ½vºêù ÿk
iU  ¾zv¾z,  ÿ

Ĉù ½v¾é ¾æÍ ¾zv¾z ¡½ĀÍ üĉv ¾Ċá ½¹)¹¾Ċñ 

# 1,2k=  ÿ 1,..., ki n= $ 

 ÃwÅv üĉv ¾zĈù v½ ĈÅ½¾z¹½Āù ĆöuÆù èzwÖù ûvĀ£

ĂÅ ć½v¼ñ¹wúýûv½wîúă ÿ ÷wăv¾ñ ĈtÀ« $,424# Ăz 

¡½ĀÍ12
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1 1 1
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kn n

k
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k i i

OA d d U q L
= = =

= = -ä ää ä 

¹wúý üĉv ½¹ )¹v¹ ûwÊý OA ûwÊý ¹½ wĉ Ç¾ĉ¼~ ąºþă¹

Ç½wæÅwă ¢Åv Ç½wæÅ ë¾¤Êù ôĉĀ´£ ºÝĀù ÿ ćwă

 ¾zv¾z ÷ÿ¹ ôùwÝ2d ¢Åv) 
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k i i

OA d d U q L
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Ç½wæÅ ¹vºÞ£ Ăîþĉv Ï¾å wz ½¹ ¾æÍ óÿv ôùwÝ ćwă

ā¹wÅ ÷¾å Ăz ĆöuÆù üĉv I¹ĀÉ Ă¤å¾ñ ¾Úý¾£
22 2 2

2 1
1| , , 0 |

n

i i ii
OA d d U q

=
= =ä ä  ôĉº{£

ĈùĀÉ ûwù¿ ìĉ ÿ ºùj½¹ ìĉ Ç½wæÅ ¾ă ûj ½¹ Ăí ¹

 ÿ ¹½v¹ Ç¿v¹¾~Ç½wæÅwăć Ă¤å¾ĉ¼~ ¿v ô{é ºĉwz āºÉ

 ë¾¤Êù ôĉĀ´£ ºÝĀù2d ûwúă )ºþÅ¾z ÷wú£v Ăz ½ĀÕ

Ĉù āºăwÊù ĂíĂõĀí ĆöuÆù ìĉ IçĀå ĆöuÆù ¹ĀÉ Ĉ¤Ê~

 ćv½v¹ Ăí ¢ÅvĂz ĈñºĊ°Ċ~ ć¹wÝ ½ĀÕNP-hard ¢Åv 

¾ñ$ć $ ûĀÆýw« ÿ,424#J ÿ½ üĉv ¿vI Ĉù Ă¬Ċ¤ý ûvĀ£

 ĆöuÆù ĈñºĊ°Ċ~ Ăí ¢å¾ñ
12

2 2 1

2

1 1 1

1| , , 0 |
kn n

k

i i i i

k i i

OA d d U q L
= = =

= = -ä ää ä  ÀĊý

Ăz ôévº³ ć¹wÝ ½ĀÕNP-hard ¢ÅvJ  Ăí w¬ýj ¿v wùv

Ăùwý¾z ìĉ ĂöuÆù üĉv ćv¾z Ăùv¹v ½¹ ćwĉĀ~ ćÀĉ½

Ă{ÉĂöú«ºþ¯¢Åv āºÉ Ătv½v ćvI  ĂöuÆù èĊé¹ ĈñºĊ°Ċ~

Ăz ć¹wÝ ½ĀÕNP-hard ¢Åv)  IĂöuÆù üĉv wz ĂÖzv½ ½¹

Ĉù Ătv½v ¾ĉ¿ øõ ÿ¹ĀÉ5¹ 

 øõ,5 ÷ĀöÞù Ï¾å wz ĆÝĀú¬ù û¹ĀzÇ½wæÅwăć 

Ă¤å¾ĉ¼~¹½v¹ ¹Ā«ÿ ĂþĊĄz ĈõvĀ£ ìĉ IôùwÝ ¾ă ąºÉJ Ăz

 ć½ĀÕ ûj ½¹ ĂíÇ½wæÅwăć Ă¤å¾ĉ¼~ Ăz ÷ÿ¹ ôùwÝ ąºÉ

 ¿v ô{é ÿ øă ¾Å ¢Ê~ āvĀ¸õ¹ yĊ£¾£2d ûwù¿ ćºþz

āºÉ)ºýv 

5¡w{§v ¢æĊÉ wz ĂþĊĄz ĈõvĀ£ ¾ă ½¹ û¹v¹Ç½wæÅwăć 

Ă¤å¾ĉ¼~ ë¾¤Êù ôĉĀ´£ ºÝĀù ¢úÅ Ăz ÷ÿ¹ ôùwÝ ąºÉ

2d Ç½wæÅ ôĊúî£ ûwù¿ I#¢Åv½ ¢úÅ$ ćwă

Ă¤å¾ĉ¼~ ôĉĀ´£ ºÝĀù ¿v ô{é ½¹ óÿv ôùwÝ ąºÉ2d 

Ç½wæÅ ôĊúî£ ûwù¿ ÿ ¢åwĉ ºăvĀ¸ý ÈĉvÀåv ćwă

 ¿v ºÞz ½¹ óÿv ôùwÝ2d ýwù ºăvĀ· ¢zw§ ÀĊýJº üĉv¾zwþz 

vºý ÈĉvÀåv óÿv ôùwÝ ¡¾ĉwâù ÛĀú¬ù¹½ Ĉù ÿ ½¹ ûvĀ£

Ç½wæÅ IĂþĊĄz ĈõvĀ£ ¾ăĂ¤å¾ĉ¼~ ćwă v½ ÷ÿ¹ ôùwÝ ąºÉ

Ăz ôĉĀ´£ ºÝĀù ¢úÅ2d  üĊþ°úă )¹v¹ ¢æĊÉĂz ôĊõ¹

 ë¾¤Êù ôĉĀ´£ ºÝĀùÇ½wæÅwă  yĊ£¾£ I÷ÿ¹ ôùwÝ

 ¿v ô{é ½¹ wĄýj ü¤å¾ñ½v¾é2d ĈùĂz ºývĀ£ āvĀ¸õ¹ ½ĀÕ

)ºÉwz ƴ 

 øõ-5 ĀöÞù Ï¾å wz÷ ĆÝĀú¬ù û¹ĀzÇ½wæÅwăć 

Ă¤å¾ĉ¼~ Ăí ¹½v¹ ¹Ā«ÿ ĂþĊĄz ĈõvĀ£ ìĉ IôùwÝ ¾ă ąºÉ

Ç½wæÅ ûj ½¹Ă¤å¾ĉ¼~ ćwă yĊ£¾£ Ăz óÿv ôùwÝ ąºÉ

¾ĊáĈõÿÀý $ Ç¿v¹¾~ ûwù¿ ¿v,4SPTûwù¿ # ćºþz

āºÉ)ºýv 

5¡w{§v  Ăí ¢Åv ĈĄĉºzÇ½wæÅwăć  ô{é ½¹ óÿv ôùwÝ

 ëĀöz ¿v ºÞz ÿÇ½wæÅwăć Ăz ÷ÿ¹ ôùwÝ ¿v ĈĉwĄþ£

 yĊ£¾£SPT Ĉù ćÿ¾Ċ~ºþþíüĉv¾zwþz J  ¢zw§ ¢Åv Ĉåwí

Ăz yĊ£¾£ üĉv Ăí ¹ĀÉ ĆĊöí üĊz ÿ ć¾Åv¾Å ½ĀÕ

Ç½wæÅwăć  ½v¾é¾z ÀĊý ÷ÿ¹ ôùwÝ ëĀöz ¿v ºÞz ÿ ô{é

¢ÅvJ  ÿ½ üĉv ¿vĆþĊĄz ĈõvĀ£ ½¹ Ăí ºĊþí Ï¾ås I

 yĊ£¾£SPT Ç½wæÅ üĊz āºÊý ¢ĉwÝ½ óÿv ôùwÝ ćwă

ûwîùv ĂþĊĄz ĈõvĀ£ Ăí ¢Åv ĈĄĉºz )ºÉwz ów³ )¢Åv ¾ĉ¼~

Ĉù Ï¾åĈõvĀ£ ½¹ Ăí ¹ĀÉs  Ăí āvĀ¸õ¹ Ç½wæÅ ÿ¹

 yĊ£¾£SPT Ç½wæÅā¹¿ øă ¾z v½ óÿv ôùwÝ ćwă ºýv

ºþýwùi ÿj $1 1

i jp p<zw« wz ÿ āºÉ xw¸¤ýv #Ă Ĉĉw«

 ÷wý wz ćºĉº« ĈõvĀ£ wĄýjs¡ Ăz ¹ĀÉ ¹w¬ĉv Ăí ć½ĀÕ

Ç½wæÅi Ç½wæÅ ¿v ô{éj  ĈõvĀ£ ÿ¹ üĉv )¹¾Ċñ ½v¾é

 èzwÖù øõ,  ½¹ ôîÉ, āºÉ ā¹v¹ ûwÊý üĉv ½¹ )ºýv

ĈõvĀ£ Iwă1

ks $1,2,3,4k =ëĀöz # ¿v Ĉĉwă

Ç½wæÅ ÿ óÿv ôùwÝ ćwă2s Ç½wæÅ ëĀöz ôùwÝ ćwă

)¢Åv ÷ÿ¹ 

 èzwÖù ôîLLÉ, ôĊúî£ ûwù¿ IÇ½wæLLÅwă ëĀöz ûÿ½¹
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4s  ¾ă ćv¾z )¢LLÅv ûwLLÆîĉ ĈõvĀ£ ÿ¹ ¾ă ½¹

Ç½wæLLLÅh ëĀöz ûÿ½¹ ćwă1

2s  ÿ1

3s ĆÖzv½ I

( ) ()1 1

h hC Cs s¡¢  ÔLLLLzvÿ½ ÀLLLLĊLLLLý ÿ

() ( )1 1

i jC Cs s¡=  ÿ( ) ()1 1

i jC Cs s¡<  ½v¾é¾z

¢LLLLÅvüĉv¾zwþz J  ¡¾ĉwâù ÛĀú¬ùÇ½wæLLLÅwăć 

Ă¤å¾ĉ¼~ĈõvĀ£ ½¹ óÿv ôùwÝ ąºLLLÉs¡ ì¯Āí wĉ ¾£

 ÛĀú¬ù ćÿwÆ ùÇ½wæÅ üĉv ¡¾ĉwâùĈõvĀ£ ½¹ wăs 
 )¢LLÅv ôĊúî£ ûwù¿ Ăí w¬ýj ¿v üĊþ°úăÇ½wæLLÅwăć 

 ëĀöz ûÿ½¹2s Ă¤ LLLÉvºý  ÈĉvÀåv ÀĊýI  ĈõvĀ£ üĉv

ûwîùv¢Åv ¾ĉ¼~ Ĉù ÿĈõvĀ£ Ăí ¢å¾ñ Ă¬Ċ¤ý ûvĀ£s¡ 

v ĂþĊĄz ĈõvĀ£ ìĉ ÀĊý¢LLÅ ¾ĉwLLÅ ćv¾z v½ Ăĉÿ½ üĊúă )

Ç½wæÅ yĊ£¾£ Ăí ĈĉwăSPT ā¹¿ øă ¾z v½Ĉù ºýv ûvĀ£

 yĊ£¾£ w£ ¹v¹ Ăùv¹vSPT Ç½wæLLÅ ćv¾z óÿv ôùwÝ ćwă

 ºùj½¹ ÛĀú¬ù ½vºêù Ăí w¬ýj ¿v ÿ ¹ĀLLLÉ ½v¾é¾z

Ç½wæÅĂ¤å¾ĉ¼~ ćwă I¢Åv ûwÆîĉ ĈõvĀ£ ÿ¹ ¾ă ąºÉ

)¢Åv ôùwí ¡w{§v  ƴ 

¬Ċ¤ýĆ ,5 øõ ÃwÅv ¾zĈù çĀå ćwă Ĉöí ¢ù¾å ûvĀ£

Ăz v½ ĂþĊĄz xvĀ« ¾Úý ½¹ ëĀöz ĂÅ wz ĈõvĀ£ ìĉ ¡½ĀÍ

 ¿v ÔÅÿ ëĀöz Ăí ¢å¾ñÇ½wæÅwăć Ă¤å¾ĉ¼~ ąºÉ

ëĀöz ÿ ÷ÿ¹ ôùwÝ ¿v ÷ĀÅ ÿ óÿv ćwăÇ½wæÅwăć 

Ă¤å¾ĉ¼~āºÉ ôĊîÊ£ óÿv ôùwÝ ąºÉ Ĉöí yĊ£¾£ Ăí ºýv

Ç½wæÅwăć  yĊ£¾£ ¿v óÿv ôùwÝSPT Ĉù ćÿ¾Ċ~)ºþí 

 ĂöuÆù ćv¾z đwz º³ ìĉ ¾ĉ¿ ½¹Ĉù Ătv½v J¹ĀÉ Ĉ¤õw³ ½¹

 ¿v ć¹vºÞ£ ĂíÇ½wæÅwăć  wĉ Ă¤å¾ĉ¼~ ô{é ¿v ÷ÿ¹ ôùwÝ

āºÉ ¹½ ¿v Ĉ{Ċ£¾£ đwz º³ üĉv ½¹ )ºývÇ½wæÅwăć  

 ÷wý wz ć¿w¬ù1V  ¿v ā¹wæ¤Åv wz Ăí āºÉ Ă¤å¾ñ ā¾Ąz

Ç½wæÅwăć Ĉù ¹w¬ĉv óÿv ôùwÝĂz J¹ĀÉ ûwù¿ Ăí ć½ĀÕ

 ºùj½¹ ÿ ôĉĀ´£ ºÝĀù IÇ¿v¹¾~Ç½wæÅwăć  óÿv ôùwÝ

ĂzĂz yĊ£¾£ ć¹ĀÞÍ¾Ċá ÿ ć¹ĀÞÍ¾Ċá IĈõÿÀý¾Ċá ½ĀÕ

 ĂzÇ½wæÅwăć  yĊ£¾£ üĊúă )ºzwĉ ÌĊÎ¸£ ć¿w¬ù

 ćv¾zÇ½wæÅwăć üĊĊÞ£R äĊöî£ ÷wý wz ÷ÿ¹ ôùwÝ ąºÊý

2V Åv ÀĊýûwÊý ćv¾z üĊþ°úă )¢Åv āºÉ ā¹wæ¤ û¹v¹

 ºþýwù ĂÝĀú¬ù ìĉ ćwÒÝv ¹vºÞ£A  ¹wúýA z Ă ½wí

)¢Åv Ă¤å½  

 øõ. 5#đwz  º³ $ Ĉù Ï¾å ĆLLÝĀú¬ù ĂLLí ¹ĀLLLÉ

Ç½wæÅĂ¤å¾ĉ¼~ ćwăĂz ÷ÿ¹ ôùwÝ ąºÉ¹½ ÿ āºÉ yĊ£¾£

2A  ÿ2R  ºLLþLLýwLLù ć½vºLLêLLù ÿ ºLLLLÉwLLzh                                      

$
20 h V¢ ¢Ăz JºLLLÉwz Ă¤LLLÉv¹ ¹Ā«ÿ # Ăí ć½ĀÕ

 ÔLLLLzvÿ½
2 2

2 2

2, i ii h i V i A
p p d

¢ Í Í
+ ¢ä ä  ÿ

2 2

2 2

21, i ii h i V i A
p p d

¢ + Í Í
+ >ä ä  )ºþLLLÉwz ½v¾é¾z

Ĉù üĊþ°úăÇ½wæÅ ûvĀ£ ûÿ½¹ ćwă2A  ĂöÍwåĒz v½

 ¿v ô{é2d  ćvº¤zv ¿v ÿ ¹v¹ ½v¾é āvĀ¸õ¹ yĊ£¾£ Ăz

 yĊ£¾£1V Ç½wæÅ ¿v ô{é Ăí Ĉýwù¿ w£ v½ ć¿w¬ù ćwă

2

2

2 ii A
d p

Í
-ä  ¢{¨ù wĄýj ¹ĀLLÅ ½vºêù ÿ āºLLÉ w«

ûwù¿ I¢Åv)¹¾í ćºþz 

 

 ôîÉ,) ĈõvĀ£ ćwăs  ÿs¡  øõ ¡w{§v ½¹- 
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 Ä ÅÇ½wæÅwăć  ¢úÅ Ăz ûwîùv º³ w£ v½ ÷ÿ¹ ôùwÝ

v¹ ¢æĊÉ }¯¹  Ĉêzwù ÿÇ½wæÅwăć  yĊ£¾£1V  ºÞz v½

 I¢Åv ¢{¨ù wĄýj ¹ĀÅ Ăí Ĉýwù¿ w£ ÷ÿ¹ ôùwÝ ëĀöz ¿v

ûwù¿ ćºþz¾í ¹ĀÅ ÛĀú¬ù IôÍw³ yĊ£¾£ ½¹ ¾ñv )¹

 ¿v ôÍw³Ç½wæÅwăć Ăz óÿv ôùwÝ ć¿w¬ù ½vºêù

2 2

2 2

, i ii h i V i A
q q

¢ Í Í
+ä ä  º³ ìĉ I¹ĀÉ ā¹ÿÀåv

)¢Åv āºùj ¢Å¹ Ăz ĂöuÆù ćv¾z đwz 

5¡w{ §v  ½vºêù
2

2

ii A
q

Íä  ºùj½¹ ÛĀú¬ù wz ¾zv¾z

Ç½wæÅwăć Ă¤å¾ĉ¼~ Ĉ£½ĀÍ ½¹ )¢Åv ÷ÿ¹ ôùwÝ ąºÉ

 ¿v ô{é ½¹ āºýwúĊéwz ćwLLÒå ºLLÉwz ½v¾é Ăí2d  wz wĄþ£

Ç½wæLLÅwăć RüĊĊÞ£äĊöî£¹ĀLLÉ ¾~ ÷ÿ¹ ôùwÝ ąºLLÊýI 

 û¹v¹½v¾éÇ½wæÅwă  yĊ£¾£ ćvº¤zv ¿v IwÒå üĉv ½¹2V 

Ăz¡ºù ÈĉvÀåv wz Ăîþĉv ôĊõ¹ ¾ă ºùj½¹ IÇ¿v¹¾~ ûwù¿

Ĉù Èăwí ÀĊý Ç½wæÅĈù Iºzwĉ ćv¾z đwz º³ ìĉ ºývĀ£

 ¹wLL¬ĉv ¢LLõwLL³ üĉvLLþí ¾zv¾z ûj ½vºLLêù ĂLLí º

2 2

2 2

, i ii h i V i A
q q

¢ Í Í
+ä ä  Ï¾å ówLL³ )¢LLLLÅv

Ĉù ¿v ºÞz ÀĊý ÿ ÷ÿ¹ ôùwÝ ëĀöz ¿v ô{é ćwÒå Ăí ¹ĀÉ

 wz ûjÇ½wæÅwăć  wz ¢Åv ĈĄĉºz )ºÉwz ¾~ óÿv ôùwÝ

 ¹ÿ½ÿÇ½wæLLÅwăć  yĊ£¾£1V ¹ĀLLÅ Ăí Ĉ£½ĀLLÍ ½¹ I

Ăz ¹ĀÊý ¢{¨ù ć¿w¬ù Ç½wæÅ ìĉ ûwù¿ ÈĉvÀåv ôĊõ¹

 yĊ£¾£ ½¹ ćºÞz Ç½wæÅ Ç¿v¹¾~1V  ºÝĀù Èăwí ÿ

 Èăwí ûj ¡¾ĉwâù ½vºêù Iûj ôĉĀ´£Ĉùºzwĉ  ûĀ¯ ÿ

 ÀĊý ûj ºùj½¹Ĉù øí¹ĀLLLÉ ÿ Ç½wæLLLÅ üĉv ¹ĀLLLÅ I

Ç½wæLLÅwăć  üĊþ°úă )ºLLÉ ºăvĀ¸ý ¢{¨ù ÀĊý ćºÞz

Ç½wæLLLÅwăć Ă¤å¾ĉ¼~ yĊ£¾£ ¿v āºLLLÉ1V Ăz ÀĊý ôĊõ¹

 ºùj½¹ ć¹ĀÞLLLÍ¾Ċá ÌĊLLLÎ¸£Ăz ôĉĀ´£ ºÝĀù ÿ 

 ¢õw³ üĉ¾¤Ąz ½¹ IÇ¿v¹¾~ ûwù¿ ¿v ĈõÿÀý¾Ċá yĊ£¾£

ºý½v¹ ½v¾é ¹ĀLLLÅ ÛĀú¬ù ¾Úý ¿v üîúùüĉv¾zwþz J  wz

 üĉv ¹ĀLLLÅ ÛĀú¬ù û¹ÿÀåvÇ½wæLLLÅwă Ăz ½vºêù

2 2

2 2

, i ii h i V i A
q q

¢ Í Í
+ä ä  ĂöuÆù ćv¾z đwz º³ ìĉ

Ĉù ôÍw³)¹ĀÉ  Â 

¬Ċ¤ýĆ -5  ½¹ øõ.  ĆĊöí Ăí Ĉ£½ĀÍ ½¹Ç½wæÅwăć  ôùwÝ

 ¿v ć¹vºÞ£ ÿ ÷ÿ¹Ç½wæÅwăć RüĊĊÞ£ Ióÿv ôùwÝ äĊöî£

Ĉù v½ ĂöuÆù ćđwz º³ IºÉwz āºÉ ôĊîÊ£ wz ûvĀ£1V 

 ćv¾zÇ½wæÅwăć RüĊĊÞ£äĊöî£ ÿ óÿv ôùwÝ ąºÊý

ûwù¿ èzwÖù wĄýj ćºþz¬Ċ¤ýĆ , ½wþí ½¹ IÇ½wæÅwăć 

Ă¤å¾ĉ¼~ ¹ĀÅ û¹ÿÀåv ÿ ôùwÝ ÿ¹ ¾ă ąºÉÇ½wæÅwăć 

ûwù¿ ć¿w¬ùćºþzĂz āºÉ ¿v ôÍw³ ãºă Üzw£ ½vºêù

Ç½wæÅwăć Ă¤å¾ĉ¼~)¹½ÿj ¢Å¹ Ăz ôùwÝ ÿ¹ ¾ă ąºÉ 

,(.( Ăùwý¾z óºù ĈÑwĉ½ ćÀĉ½M1 

ÃwÅv¾z ¬Ċ¤ýĆ ,  ĆöuÆù ćv¾z¹½Āù  ĈÅ½¾zĈù ìĉ ûvĀ£

´Í ¹ºÝ ĈÑwĉ½ óºùĊ Ôö¤¸ù ² Ătv½v¾í ćwă¾Ċâ¤ù )¹

5¢Åv āºÉ äĉ¾Þ£ óºù ü¤ÉĀý ćv¾z ¾ĉ¿ øĊúÎ£ 

1iX  ¾ñv 51
iJ É Ă¤å¾ĉ¼~¹Ā  ¿v ô{é ÿ2d  ÷wú£v Ăz

 ½vºêù IºÅ¾z,  ¾æÍ ½vºêù ¡½ĀÍ üĉv ¾Ċá ½¹ ÿ

Ĉù$ )¹¾Ċñ11,...,i n=# 

2iX  ¾ñv 51
iJ É Ă¤å¾ĉ¼~¹Ā  ¿v ºÞz ÿ2d  ÷wú£v Ăz

 ½vºêù IºÅ¾z,  ¾æÍ ½vºêù ¡½ĀÍ üĉv ¾Ċá ½¹ ÿ

Ĉù$ )¹¾Ċñ11,...,i n=# 

iY  ¾ñv 52
iJ  ½vºêù ¹ĀÉ Ă¤å¾ĉ¼~,  üĉv ¾Ċá ½¹ ÿ

Ĉù ¾æÍ ½vºêù ¡½ĀÍ$ )¹¾Ċñ21,...,i n=# 

1iC Ă¤å¾ĉ¼~ Ç½wæÅ ôĊúî£ ûwù¿ ¾zv¾z 5 ąºÉ1
iJ 

 ¿v ô{é Ç½wæÅ üĉv ¾ñv I¢Åv2d  ½¹ ÿ ºÅ¾z ÷wú£v Ăz

Ă¤å¾ĉ¼~ ¡½ĀÍ ûºÊý1
iJ $ )¢Åv ¾æÍ ¾zv¾z

11,...,i n=# 

2iC Ă¤å¾ĉ¼~ Ç½wæÅ ôĊúî£ ûwù¿ ¾zv¾z 5 ąºÉ1
iJ 

¢ÅvJ  ¿v ºÞz Ç½wæÅ üĉv ¾ñv2d  ½¹ ÿ ºÅ¾z ÷wú£v Ăz

Ă¤å¾ĉ¼~ ¡½ĀÍ ûºÊý1
iJ  )¢Åv ¾æÍ ¾zv¾z 
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$11,...,i n=# 

Ăùwý¾z ĈÑwĉ½ óºù çĀå ćwă¾Ċâ¤ù ¿v ā¹wæ¤Åv wz ćÀĉ½

 ÷wý wz ¾ĉ¿ ²Ċ´Í ¹ºÝ Ôö¤¸ù ĈÖ·M1  ĂöuÆù ćv¾z

Ĉù Ătv½vĀÉèzwÖù )¹  øõ-  Ăí āºÉ Ï¾å óºù üĉv ½¹

Ç½wæÅĂz óÿv ôùwÝ ćwă  yĊ£¾£SPT ā½wúÉ ć½v¼ñ

āºÉ)ºýv 

( )( )

( )

1

2

1

1 2 1 2

1

1 2

1 2

1

(

)

n

i i i i i

i

n

i i i i i

i

Max q X X C C

d X X q Y

=

=

+ - +

- + +

ä

ä

$,#
   

 

. .s t  

1 2 1i iX X+ ¢  11,2,...,i n=  $-#     

( )1

1 1 1 1

1

1
i

h h i i

h

p X C M X
=

¢ + -ä
 

11,2,...,i n=  $.#     

( )

1 2

1 2 1

1 2

1 1 1

2 2 2 11 1,2,...,

n n i

h h h h h h

h h h

i i

p X p Y p X

C M X i n

= = =

+ + ¢

+ - =

ä ä ä
 $/#     

1 2

1 2

1 2

1 1

n n

i i i i

i i

p X p Y d
= =

+ ¢ä ä   $0#     

1 2, 0i iC C ²   11,2,...,i n=    $1#   

{ }1 2, , 0,1i i hX X Y Í  
11,2,...,i n= , 21,2,...,h n=       #2$ 

 ĆÖzv½ çĀå óºù ½¹$,#  ¹ĀÅ ÛĀú¬ù ãºă Üzw£

Ç½wæÅwăć Ă¤å¾ĉ¼~ ºùj½¹ ÿ óÿv ôùwÝ ąºÉ

Ç½wæÅwăć Ă¤å¾ĉ¼~Ĉù ûwÊý v½ ÷ÿ¹ ôùwÝ ąºÉ )ºă¹

 ¢ĉ¹ÿº´ù$-#  ìĉ ü¤å¾ñ½v¾é ¿v ć¾ĊñĀö« ćv¾z

Ăz óÿv ôùwÝ ¿v Ç½wæÅøă ½ĀÕ ¿v ºÞz ÿ ô{é ½¹ ûwù¿

2d ¢ĉ¹ÿº´ù ½¹ )¢Åv āºÉ Ă¤ÉĀý ćwă$.#  ÿ$/# 

Ç½wæÅ ôĊúî£ ûwù¿ Ăí āºÉ Ă{Åw´ù óÿv ôùwÝ ćwă

 wĄýj ½¹1M  ÿ2M Ăz ï½Àz ¹ºÝ ÿ¹ ôévº³ wz yĊ£¾£

 ¾ĉ¹wêù{ }1 1

2 1
min ,

n

ii
d p

=ä  ÿ2

1 1

kn k

ik i
p

= =ä ä 

 ¢ĉ¹ÿº´ù )ºþ¤Æă$0#  ¿v ć¾ĊñĀö« ćv¾z ÀĊý

¹¾í¾ĉ¹ü¤Év¹ Ç½wæÅĂ¤å¾ĉ¼~ ćwă ÀĊý ÿ ÷ÿ¹ ôùwÝ ąºÉ

Ç½wæÅ ôĊúî£ ûwù¿ ûºÉ¾¤ÊĊz ¿v ć¾ĊñĀö« ćwă

Ă¤å¾ĉ¼~ ÷ÿ¹ ôùwÝ ëĀöz ¿v ô{é Ăí óÿv ôùwÝ ¿v āºÉ

 ½vºêù ¿v Iºý½v¹ ½v¾é2d  ¢ĉ¹ÿº´ù )¢Åv āºÉ Ă¤ÉĀý

$1# ¢{¨ù üùwÑ ôĊúî£ ûwù¿ Ăz ÓĀz¾ù ćwă¾Ċâ¤ù û¹Āz

Ç½wæÅ ĆÖzv½ ā¾·đwz ÿ óÿv ôùwÝ ćwă$2# ûwÊý ąºþă¹

ìĉÿ¾æÍ)¢Åv ĂöuÆù ćwă¾Ċâ¤ù ¾ĉwÅ û¹Āz 

 ćv½v¹ çĀå óºù1 22n n+  Iìĉÿ¾æÍ ¾Ċâ¤ù12n 

 ÿ Ă¤ÅĀĊ~ ¾Ċâ¤ù13 1n +  üĉv ¾z )¢Åv ¢ĉ¹ÿº´ù

¢ĉ¹ÿº´ù ÿ wă¾Ċâ¤ù ¹vºÞ£ ÃwÅv ĈÞzw£ óºù üĉv ćwă

Ç½wæÅ ¹vºÞ£ ¿v ìĉ Ă«½¹ ÿ ĈÖ· ôùwÝ ¾ă ćwă

¢Åv) 

-(.(  ć½wî¤zv ø¤ĉ½ĀòõvGAO 

  ÷wý wz ĂýwÎĉ¾³ ć½wî¤zv ø¤ĉ½Āòõv ìĉ ¢úÆé üĉv ½¹

GAOĈù Ătv½v ĂöuÆù ô³ ćv¾z IĀÉ ø¤ĉ½Āòõv üĉv ½¹ )¹

 ĆĊöíÇ½wæÅwă ¾£ Ăz ½vºêù ć¹ĀÞÍ¾Ċá yĊ£

( )( )k k k k

i i i iq d p p+ -  y£¾ùāºÉ  üĊúă Ăz ÿ

Ĉù ā¹ÿÀåv xvĀ« ĈõvĀ£ Ăz ÀĊý yĊ£¾£ Ĉ£½ĀÍ ½¹ )ºýĀÉ

 ¿v āºÉ¹½vÿ Ç½wæÅ ºzwĊý ÈĉvÀåv ãºă Üzw£ ½vºêù Ăí

Ĉù ã¼³ ĈõvĀ£ĀÉĂz xvĀ« ĈõvĀ£ ¢ĉwĄý½¹ )¹ ûvĀþÝ

Ĉù Ătv½v Ĉ«ÿ¾·ĀÉ÷wñ )¹Ăz ø¤ĉ½Āòõv üĉv ćwă½v¾é  ¾ĉ¿

5¢Åv 

 ÷wñ,5 Ç½wæÅ ½vºêù ¿v ć¹ĀÞÍ¾Ċá yĊ£¾£ Ăz v½ wă

( )( )k k k k

i i i iq d p p+ - í y£¾ùºĊþ  ÿ

 v½ yĊ£¾£ üĉv-+RSPR )ºĊùwþz  xvĀ« ĈõvĀ£

 v½s  ºĊă¹ ½v¾é ÿ ºĊùwþzs f= I1j =  ÿ

0obj =) 

 ÷wñ-5  ¾ñvj n>  ÷wñ Ăz3  üĉv ¾Ċá ½¹ ÿ ºĉÿ¾z
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Ç½wæÅ ¡½ĀÍj  yĊ£¾£ ¿v ÷vRSPR  v½

jO  ôùwÝ Ăz èöÞ¤ù Ç½wæÅ üĉv ¾ñv ÿ āºĊùwý

 ÷wñ Ăz ¢Åv óÿv.  üĉv ¾Ċá ½¹ ÿ ºĉÿ¾z

 ÷wñ Ăz ¡½ĀÍ/ )ºĉÿ¾z 

 ÷wñ.5  Ç½wæÅ
jO  ĈõvĀ£ ½¹ v½s  ½v¾é ć½ĀÕ

 yĊ£¾£ Ăí ºĊă¹SPT Ç½wæÅwăć  óÿv ôùwÝ

 ÷wñ Ăz Ä Å J¹ĀÉ Øæ³ ĈõvĀ£ üĉv ½¹0 

)ºĉÿ¾z 

 ÷wñ/5  Ç¿v¹¾~ ûwù¿ ÛĀú¬ù ¾ñvÇ½wæÅwăć  ôùwÝ

 ĈõvĀ£ ½¹ ÷ÿ¹s  Ç¿v¹¾~ ûwù¿ ąÿĒÝ Ăz

 Ç½wæÅ
jO ï½Àz ¿v ¾£2d Åv¢  ÷wñ Ăz2 

 Ç½wæÅ ¡½ĀÍ üĉv ¾Ċá ½¹ ÿ ºĉÿ¾z
jO  v½

 ĈõvĀ£ ½¹s  ôùwÝ ¿v Ç½wæÅ üĉ¾·j ¿v ºÞz

¹ ½v¾é ÷ÿ¹ºĊă ÿ  ÷wñ Ăz0 )ºĉÿ¾z 

 ÷wñ05  ÷ÿ¹ ôùwÝ ¿v Ç½wæÅ üĉ¾·j ôĊúî£ ûwù¿ ¾ñv

 ĈõvĀ£ ½¹s ï½Àz ¿v ¾£2d  Ĉýwù¿ w£ J¢Åv

ì¯Āí ½vºêù üĉv Ăí wĉ ¾£ ćÿwÆù2d  I¹ĀÉ

 ëĀöz ¿v ô{é ½¹ óÿv ôùwÝ ¿v Ç½wæÅ üĉ¾·j

Ç½wæÅwăć  ëĀöz üĉv ¿v ºÞz Ăz v½ ÷ÿ¹ ôùwÝ

)ºĊþí ôê¤þù 

 ÷wñ15  ĈõvĀ£ ãºă Üzw£ ½vºêù ¾ñvs ì¯Āí wĉ ¾£

 ½vºêù ćÿwÆùobj Ç½wæÅ I¢Åv
jO  ¿v v½

 ĈõvĀ£s  ¡½ĀÍ üĉv ¾Ċá ½¹ ÿ ºĊþí ã¼³

 ½vºêùobj  ĈõvĀ£ ãºă Üzw£ ½vºêù wz ¾zv¾z v½

s )ºĊă¹ ½v¾é 

 ÷wñ25  ºĊă¹ ½v¾é1j j= +  ÷wñ Ăz ÿ- )ºĉÿ¾z 

 ÷wñ35  ĈõvĀ£s Ăz  v½)ºĊă¹ Ătv½v xvĀ« ûvĀþÝ 

 ÷wñ45 )ûwĉw~ 

½¹  ôîÉ-  çĀå ø¤ĉ½Āòõv ¡½w¯Āöå ÀĊýāºÉ ā¹v¹ ûwÊý 

)¢Åv 

 ÷wñ ĈñºĊ°Ċ~,  ø¤ĉ½ĀòõvGAO Ăzy£¾ù ôĊõ¹ û¹¾í

Ç½wæÅwăć  ôùwÝ ¾ă( )logO n n ÷wñ )¢Åv ćwă. 

 w£1  ĈñºĊ°Ċ~ wz ÀĊý()O n ¹vºÞ£ Ăzn  ½v¾î£ ½wz

Ĉù¹ĀÉJ  ø¤ĉ½Āòõv ĈñºĊ°Ċ~ ÿ½ üĉv ¿vGAO 

( )2O n )¢Åv 

.(.( Ăùwý¾z ø¤ĉ½Āòõv ćwĉĀ~ ćÀĉ½DP1 

Ăùwý¾z ø¤ĉ½Āòõv ìĉ ¢úÆé üĉv ½¹ ÷wý wz wĉĀ~ ćÀĉ½

DP1 Ă{É ĈñºĊ°Ċ~ ÿĂöú«ºþ¯ ĂöuÆù ô³ ćv¾z ćv

 ¢Åv ¿wå ÿ¹ ćv½v¹ ø¤ĉ½Āòõv üĉv )¢Åv āºÉ ā¹v¹ ĂÞÅĀ£

Ç½wæÅ Ióÿv ¿wå ½¹ Ăí āvĀ¸õ¹ yĊ£¾£ Ăz ÷ÿ¹ ôùwÝ ćwă

 ¹½vÿ¹ĀÉ Ĉù ¢õw³ ºĊõĀ£ ¿v Ä~ ÿ wz ºĉº« ćwă

zĂÿ đwz ¹ÿº³ ć¾Ċñ½wí  ćwÒå IĂ{öá ôÍv ìĉ ÿ üĊĉw~

 ā½wúÉ ¢õw³, zĂĈù ¿ÿ½ĀÉ ÷wú£v w£ ½wí üĉv ÿ ¹

Ç½wæÅĈù Ăùv¹v ÷ÿ¹ ôùwÝ ćwă ÷ÿ¹ ¿wå ½¹ )ºzwĉ

Ăzõw³ ¿v ìĉ¾ă yĊ£¾£L¢ăLÒå ûÿ½¹ ćwLLõw³ ćwL¢ 

 ā½wúÉ, Ăz ćºĉº« ćwÒå ½¹ ā½wúÉ ¢õw³ ćwÒå ÷wý

- Ç½wæÅ û¹¾í¹½vÿ ÿ Ă¤å¾ñ ½v¾é¿wáj óÿv ôùwÝ ćwă 

ĈùĀÉ¢õw³ )¹ ºĊõĀ£ Iºĉº« ćwăĈù¹ĀÉ  ¿v Ä~ ÿ

z ÿ üĊĉw~ ÿ đwz ¹ÿº³ ĆÆĉwêùĂ ¢õw³ ćwÒå ĈýwÅ½¿ÿ½

 ā½wúÉ- Ç½wæÅ ¹ÿ½ÿ ÷wú£v w£ ºýÿ½ üĉv ôùwÝ ćwă

Ĉù Ăùv¹v óÿvĂz xvĀ« üĉ¾¤Ąz Ä Å )ºzwĉ¢Å¹ āºùj

¢õw³ üĊz ¿v ûĀþíw£ ā½wúÉ ¢õw³ ćwÒå ĈĉwĄý ćwă- 

zĂ¢õw³ ćwÒå ÿ āºÉ ¿ÿ½  ā½wúÉ- Ĉù ĈĄ£ĀÉ ów³ )¹

 ā½wúÉ ¢õw³ ćwÒå ¿v ćºÞz ¢õw³ ¹ÿ½ÿ wz Ăĉÿ½ üĉv

,  ā½wúÉ ¢õw³ ćwÒå Ăz- Ĉù Ăùv¹v ¢ĉwĄý½¹ w£ ºzwĉ

)¹ĀÉ ôÍw³ ĂþĊĄz xvĀ« 
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 ôîÉ-)  ø¤ĉ½Āòõv ¡½w¯ĀöåGAO 
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 Ăz Ă«Ā£ wz¬Ċ¤ýĆ ,¢õw³ Èĉwúý ąĀ´ý I ćwLLÒå ½¹ wă

ĂLLz øLL¤LLĉ½ĀLLòLLõv üLLĉv ½¹ ¢LLõwLL³ ¡½ĀLLLLÍ

( )1 1 2 1

_ _, , , ,sum before sum after sum sumZ p p p Lu= ½¹ 

¢Åv āºÉ Ă¤å¾ñ ¾Úý  ûj ½¹ ĂíZ  Iãºă Üzw£ ½vºêù
1

_sum beforep  ÿ1

_sum afterp  Ç¿v¹¾~ ûwù¿ ÛĀú¬ù Ăz

Ç½wæLLÅĂ¤å¾ĉ¼~ ćwă ôĊúî£ ûwù¿ wz óÿv ôùwÝ ąºLLÉ

Ăz ¿v ºÞz ÿ ô{é yĊ£¾£2d I2

sump  ûwù¿ ÛĀú¬ù

Ç½wæÅ Ç¿v¹¾~Ă¤å¾ĉ¼~ ćwă ąºÉÿ ÷ÿ¹ ôùwÝ 
1

sumL 

Ç½wæÅ ¡¾ĉwâù ÛĀú¬ù ½vºêùĂ¤å¾ĉ¼~ ćwă ôùwÝ ąºÉ

 óÿv¢Åv ćwÒå ½¹ Ĉ£½ĀÍ ½¹ óÿv ¿wå ½¹ ¢õw³ ¾ă )

Ĉù ā¹v¹ ½v¾é ¢õw³®Ċă Ăí ¹ĀÉÇ½wæÅ ¿v ÷vºí ćwă

Ă¤å¾ĉ¼~¹¾í¾ĉ¹ ûj ½¹ ÷ÿ¹ ôùwÝ ąºLLÉ ºþLLÉwz Ă¤LLÉvºý )

÷wñ ø¤ĉ½Āòõv ćwăDP1 Ăz ¾ĉ¿ ±¾É5¢Åv 

 ÷wñ,5 Ç½wæÅĂz v½ óÿv ôùwÝ ćwă  yĊ£¾£SPT  ½¹

 ĆÝĀú¬ù1S )ºĊă¹ ½v¾é 

Ç½wæÅ āvĀ¸õ¹ yĊ£¾£ Ăz v½ ÷ÿ¹ ôùwÝ ćwă

 ĆÝĀú¬ù ½¹2S )ºĊă¹ ½v¾é 

 ¢õw³( )0,0,0,0,0  ¢õw³ ćwÒå ½¹ v½

 ą½wúÉ, )ºĊă¹ ½v¾é 

 Üzw£ ½vºêù wz ¾zv¾z v½ ĈöÞå ãºă Üzw£ üĉ¾¤Ąz

 ć½wî¤zv ø¤ĉ½Āòõv Ĉ«ÿ¾· ãºăGAO  ½¹

)ºĉ¾Ċòz ¾Úý 

 ÷wñ-5  Ăí Ĉ£½ĀÍ ½¹2S f=  ÷wñ Ăz.  ½¹ ÿ ºĉÿ¾z

 ćvº¤zv Ç½wæÅ ¡½ĀÍ üĉv ¾Ċá2S  v½j 

ºĊùwþz ¿v v½ ûj ÿ 2S  ã¼³Ċþí ÷wñ Ăz ÿ º-(

, )ºĉÿ¾z 

 ÷wñ-(,5 ¢õw³ Ĉùwú£ ćv¾z ćwÒå ½¹ ¹Ā«Āù ćwă

 ā½wúÉ ¢õw³,  ºþýwù( )2,0,0, ,0sumZ p I

½vºêù2

2 sumd pd= -  Ă{Åw´ù v½Ċþí )º

 ¾ñv2

jpd² ºĉº« ¢õw³ I¢Åv

( )2 2 2,0,0, ,0j sum jZ q p p+ +  ¹w¬ĉv v½

 ÷wñ Ăz ûwĉw~ ½¹ )ºĊþí-(- )ºĉÿ¾z 

 ÷wñ-(-5 #đwz º³ Ć{Åw´ù$  ¿v ìĉ¾ă ćv¾z

¢õw³ ÷wñ ½¹ āºÉ¹w¬ĉv ºĉº« ćwă-(, I

 èzwÖù v½ đwz º³ øõ.  Ă{Åw´ùþí ¾ñv ÿ ºĊ

 ĈöÞå ãºă Üzw£ üĉ¾¤Ąz ¿v º³ üĉv

ï½Àz ¢õw³ ćwÒå Ăz v½ ûj ¢Åv ¾£

 ą½wúÉ,  ¡½ĀÍ üĉv ¾Ċá ½¹ ÿ ºĊĉvÀæĊz

 ¢õw³ ¾ñv )ºĉ¾Ċòz āºĉ¹wý v½ ¢õw³ üĉv

 ą½wúÉ ¢õw³ ćwÒå Ăz ćºĉº«,  ĂåwÑv

 ÷wñ Ăz āºÉ-(.  Ăz ¡½ĀÍ üĉv ¾Ċá ½¹ ÿ

 ÷wñ- )ºĉÿ¾z 

 ÷wñ-(.5  Ć{öá ôÍv$,#  ¢õw³ ÿ¹ ¾ă ćv¾z

( )2,0,0, ,0sumZ pu=  ÿ

( )2,0,0, ,0sumZ pu ¡¡ ¡=  ćwÒå ½¹

½wúÉ ¢õw³ ą, Ôzvÿ½ Ăí Ĉ£½ĀÍ ½¹ I

Z Z¡²  ÿ2 2

sum sump p ¡¢ ºÉwz ½v¾é¾zI 

 ¢õw³ wĄþ£ ¢Åv Ĉåwíu  ćwÒå ½¹

 ą½wúÉ ¢õw³,  üĉv )¹ĀÉ Ă¤Év¹ Ăòý

 ą½wúÉ ¢õw³ ćwÒå ¾z v½ Ôĉv¾É, 

 ówúÝvºĊþí z ¿v Ä~ ÿĂ Ăz ûj ĈýwÅ½¿ÿ½

 ÷wñ- )ºĉÿ¾z 

 ÷wñ.5  ¢õw³ ôí ¹vºÞ£ ¢õw³ ćwÒå ½¹ ¹Ā«Āù ćwă

 ą½wúÉ,  ¾zv¾z v½1NS  ¾Úý ½¹ºĉ¾Ċòz  ½v¾é ÿ

ºĊă¹51k =) 

 ÷wñ/5   ¾ñv1k NS>  ÷wñ Ăz2  üĉv ¾Ċá ½¹ ÿ ºĉÿ¾z

 ¢õw³ ¡½ĀÍk ÷v ą½wúÉ ¢õw³ ćwÒå ¿v

,  ¢õw³ ćwÒå ÷wý wz ºĉº« ćwÒå ìĉ ½¹ v½

 ą½wúÉ- í ¹½vÿºĊþºĊă¹ ½v¾é I5 1 1S S¡=  ÿ

 ÷wñ Ăz0 )ºĉÿ¾z 
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 ÷wñ05  Ăí Ĉ£½ĀÍ ½¹1S f¡=  ÷wñ Ăz1  ½¹ Jºĉÿ¾z

 ćvº¤zv Ç½wæÅ ¡½ĀÍ üĉv ¾Ċá1S¡  v½j 

zwþºĊù  ¿v v½ ûj ÿ1S¡  ÷wñ Ăz ÿ ºĊþí ã¼³0(

, )ºĉÿ¾z 

÷wñ 0(,5 ¢õw³ ¿v ìĉ¾ă ćv¾z ćwÒå ûÿ½¹ ćwă

 ą½wúÉ ¢õw³-  ºþýwù

( )1 1 2 1

_ _, , , ,sum before sum after sum sumZ p p p L

 ½vºêù I2 1

2 _sum sum befored p pd= - -  v½

í Ă{Åw´ùºĊþ  ¾ñv ÿ1

jpd²¢õw³ I

( )

1 1 1 1

_ _

2 1 1 1 1

_

, ,

, ,

j sum before j sum after

sum sum sum before j j

Z q p p p

p L p p d

å õ+ +
æ ö
æ ö+ + -
ç ÷

 

 ¢õw³ ¡½ĀÍ üĉv ¾Ċá ½¹ ÿ

( )

1 1 1 1

_ _

2 1 1 2 1 1

_

, , ,

,

j sum before sum after j

sum sum sum before sum j j

Z q p p p

p L p p p d

å õ+ +
æ ö
æ ö+ + + -
ç ÷

 

í ¹w¬ĉv v½ºĊþ  ÷wñ Ăz ûwĉw~ ½¹ ÿ0(- 

)ºĉÿ¾z 

÷wñ 0(-5 #đwz º³ Ć{Åw´ù$  ¿v ìĉ¾ă ćv¾z

¢õw³ ÷wñ ½¹ āºÉ¹w¬ĉv ºĉº« ćwă0(

, èzwÖù v½ đwz º³ I¬Ċ¤ýĆ -  Ă{Åw´ù

þí ãºă Üzw£ üĉ¾¤Ąz ¿v º³ üĉv ¾ñv ÿ ºĊ

ï½Àz ĈöÞå ćwÒå Ăz v½ ûj ¢Åv ¾£

 ą½wúÉ ¢õw³- zĊ üĉv ¾Ċá ½¹ ÿ ºĊĉvÀæ

 ¾ñv )ºĉ¾Ċòz āºĉ¹wý v½ ¢õw³ üĉv ¡½ĀÍ

 ą½wúÉ ¢õw³ ćwÒå Ăz ćºĉº« ¢õw³

-  Ăz āºÉ ĂåwÑv ÷wñ0(.  üĉv ¾Ċá ½¹ ÿ

 ÷wñ Ăz ¡½ĀÍ0 )ºĉÿ¾z 

 ÷wñ0(.5  Ć{öá ôÍv$-#  ¢õw³ ÿ¹ ¾ă ćv¾z

( )1 1 2 1

_ _, , , ,sum before sum after sum sumZ p p p Lu=  ÿ

( )1 1 2 1

_ _, , , ,sum before sum after sum sumZ p p p Lu ¡ ¡ ¡¡ ¡= 

 Ăí Ĉ£½ĀÍ ½¹ĂÖzv½ăćw Z Z¡²I 
1 1

sum sumL L ¡¢  ÿ 
1 1 1 1

_ _ _ _sum before sum after sum before sum afterp p p p¡ ¡+ ¢ + 

 ¢õw³ wĄþ£ ¢Åv Ĉåwí ºÉwz ½v¾é¾zu 

 ą½wúÉ ¢õw³ ćwÒå ½¹-  Ă¤Év¹ Ăòý

 ¢õw³ ćwÒå ¾z v½ Ôĉv¾É üĉv )¹ĀÉ

 ą½wúÉ-  ówúÝvºĊþí  ¿v Ä~ ÿ

zĂ ÷wñ Ăz ûj ĈýwÅ½¿ÿ½0 )ºĉÿ¾z 

 ÷wñ15 ¢õw³ ãºă Üzw£ üĉ¾¤Ąz Ăí Ĉ£½ĀÍ ½¹ ćwă

 ą½wúÉ ¢õw³ ćwÒå ½¹ ¹Ā«Āù- ï½Àz¾£  ¿v

 üĉÀòĉw« v½ ûj ¢Åv ĈöÞå ãºă Üzw£ üĉ¾¤Ąz

ºĊă¹ ½v¾é )ºĊþí ĈöÞå ãºă Üzw£ üĉ¾¤Ąz5 

1k k= + ą½wúÉ ¢õw³ ćwÒå I-  ĈĄ£ v½

íºĊþ  ÷wñ Ăz ÿ/ )ºĉÿ¾z 

 ÷wñ25 Ăz v½ ĈöÞå ãºă Üzw£ üĉ¾¤Ąz xvĀ« ûvĀþÝ

)ºĊþí Ătv½v 

 ÷wñ35 )ûwĉw~ 

ā¹wæ¤Åv Ć{öá óĀÍv Ăùv¹v ½¹÷wñ ½¹ āºÉ ćwă-(.  ÿ0(

.  ø¤ĉ½ĀòõvDP1 Ĉù ¡w{§v øõ ÿ¹ yõwé ½¹ĀÉ üĉv )¹

 đwz v½ ø¤ĉ½Āòõv Ĉĉj½wí óĀÍvā¹¾z  ĈzwĊ¤Å¹ Ăz ¾¬þù ÿ

Ă{É ĈñºĊ°Ċ~ ĂzĂöú«ºþ¯ )¢Åv āºÉ ûj ćv¾z ćv 

 øõ/  Ć{öá ôÍv$,5#  ÷wñ ½¹-(-  ø¤ĉ½ĀòõvDP1 ½¹ I

 ¢õw³ ÿ¹ Ăí Ĉ£½ĀÍ( )2,0,0, ,0sumZ pu=  ÿ

( )2,0,0, ,0sumZ pu ¡¡ ¡=  Ă¤Év¹ ¹Ā«ÿ ¾ĉ¿ Ôĉv¾É wz

ºþÉwzI ĈùÅ¹¿v ûÿºz ûvĀ£¢¢õw³ ĂþĊĄz xvĀ« û¹v¹

u¡  ã¼³ ¢õw³ ćwÒå ¿v v½¾í)¹ 

Z Z¡²                #3$ 

2 2

sum sump p ¡¢                #4$ 

5¡w{§v  ¢õw³ ã¼³ wz ºĊþí Ï¾åu¡  ¢õw³ ćwÒå ¿v

Ĉù ¢Å¹ ¿v ĂþĊĄz xvĀ« ¢õw³ üĉv Ăí ĈþÞù üĉºz I¹ÿ½

Ĉù ĂþĊĄz xvĀ« Ăz ûºĊÅ½ Ăz ¾¬þùĀÉ ¿v Ĉå¾Õ ¿v )¹



4-*  ¢ĉ¾ĉºù I¡wĊöúÝ ÿ ºĊõĀ£ā½ÿ¹ 3 I ~Ċ~wĈ$,/#  I  ā½wúÉ$,# I ûw¤Æzw£ ÿ ½wĄz,.41 

 

 ø¤ĉ½Āòõv ½¹ Ăí w¬ýjDP1 ¿wå ½¹ çĀå ¢õw³ ÿ¹ ¾ă I

 ĈÅ½¾z Ĉýwù¿ ĈþÞĉ óÿvĈùĀÉ wĄþ£ Ăí ºýÇ½wæÅwăć 

āºÉ ¹½vÿ ÷ÿ¹ ôùwÝJºýv üĉv¾zwþz  xvĀ« Ăz ûºĊÅ½ ćv¾z

÷wñ ½¹ ĂþĊĄzĈù øă ø¤ĉ½Āòõv ćºÞz ćwă ûvĀ£

Ç½wæÅÇ½wæÅ ÀĊý ÿ ÷ÿ¹ ôùwÝ ąºýwúĊéwz ćwă ćwă

 ¹½vÿ v½ óÿv ôùwÝ¾í Ăí ºĊþí Ï¾å ¡½ĀÍ üĉv ½¹ )¹

Ç½wæÅ ĆÝĀú¬ù Ăz ºĉwz Ăí ÷ÿ¹ ÿ óÿv ôùwÝ ćwă

 ¢õw³u¡ Ăz ºĉj ¢Å¹ Ăz ĂþĊĄz xvĀ« w£ ¹ÿÀåv yĊ£¾£
1OS  ÿ2OS Ĉù Ï¾å üĊþ°úă )ºþÉwz Ăí ¹ĀÉ

 ĆÝĀú¬ù1OS Ç½wæÅ ôùwÉ IĂÝĀú¬ù ÿ¹ Ăz ćwă

 ¿v ºÞz ÿ ô{é ôĊúî£ ûwù¿ wz óÿv ôùwÝ2d Ăz wz yĊ£¾£

÷wýćwă1

beforeOS  ÿ1

afterOS $ )¹ĀÉ ½vÀåv
1 1 1

before afterOS OS OS=)# 

zwÖù Ăí$ ĂþĊĄz xvĀ« Ăí w¬ýj ¿vè ¢õw³ ¿v ĂĊõÿv Ï¾å

u¡ ûwîùv xvĀ« ìĉ I#āºùj ¢Å¹ Ăz I¢Åv ¾ĉ¼~

5øĉ½v¹ 

1 2

1 1 2

2

before

i i sum

i OS i OS

p p p d
Í Í

¡+ + ¢ä ä           #3$ 

 Ăí ºĊþí Ï¾å1

1

before
ii OS

C
Í

¡ä  ÿ1

1

after
ii OS

C
Í

¡ä  ½¹

Ăz ĆþĊĄz ĈõvĀ£¢Å¹ ¢õw³ ¿v āºùju¡ ÛĀú¬ù ¾zv¾z I

Ç½wæÅ ôĊúî£ ûwù¿ ćwă1

beforeOS  ÿ1

afterOS  )ºþÉwz

Ç½wæÅ ¾ñv ów³ ûÿ½¹ ćwă1

beforeOS ÿ 
1

afterOS  Ăz

 ĆÝĀú¬ù Ăz yĊ£¾£ üĊúăÇ½wæÅwă  ëĀöz ¿v ºÞz ÿ ô{é

 ¢õw³ ½¹ ÷ÿ¹ ôùwÝu Ç½wæÅ ÿ ºýĀÉ ā¹ÿÀåv ćwă

 ĆÝĀú¬ù2OS  ¢õw³ üĉv ½¹ ÷ÿ¹ ôùwÝ ëĀöz Ăz ÀĊý

 ĆÖzv½ Ăí w¬ýj ¿v IºýĀÉ ā¹ÿÀåv$4 # Åv ½v¾é¾z ½¹ I¢

 Ôzvÿ½ ¡½ĀÍ ûj
1 1

1 1

before before

i i

i OS i OS

C C
Í Í

¡=ä ä  ÿ

1 1

1 1

after after

i i

i OS i OS

C C
Í Í

¡¢ä ä ¢Åv ½v¾é¾z ÀĊýüĉv¾zwþz J 

5øĉ½v¹ 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

before after

before after

i i i

i OS i OS i OS

i i i

i OS i OS i OS

C C d

C C d

Í Í Í

Í Í Í

å õ
+ - ¢æ öæ ö

ç ÷

å õ
¡ ¡+ -æ öæ ö

ç ÷

ä ä ä

ä ä ä

#4$ 

 ¿vĂz ¿wz Ĉå¾Õ ĆÖzv½ ć½v¾é¾z ôĊõ¹$4# 5¢Év¹ øĊăvĀ· 

1 2

1 2

1 1 2

1 1 2

before

before

i i sum

i OS i OS

i i sum

i OS i OS

p p p

p p p

Í Í

Í Í

+ + ¢

¡+ +

ä ä

ä ä
         #,+$ 

 Ôzvÿ½ yĊí¾£ wz$3#  ÿ$,+# Ĉù ¢Å¹ Ăz ¾ĉ¿ ĆÖzv½ ºĉj

ûwîùv ¾òýwĊz ¢êĊê³½¹ Ăí~Ăz xvĀ« ć¾ĉ¼¢Å¹ āºùj

 ¢õw³ ¿vu  û¹ÿÀåv wz1

beforeOS I1

afterOS  ÿ2OS 
 yĊ£¾£ wz Iûj ĂzĂ¤æñ)¢Åv Iđwz ½¹ āºÉ 

1 2

1 1 2

2

before

i i sum

i OS i OS

p p p d
Í Í

+ + ¢ä ä           #,,$ 

 ĆÖzv½ ć½v¾é¾z Ăz Ă«Ā£ wz üĊþ°úă$3 #Ĉù5¢ÉĀý ûvĀ£ 

1 2 1 2

1 2 1 2

i i i i

i OS i OS i OS i OS

Z q q Z q q
Í Í Í Í

¡+ + ² + +ä ä ä ä  #,-$ 

 Ôzvÿ½ yĊí¾£ wz$4#  ÿ$,-# Ĉù ¢Å¹ Ăz Ă¬Ċ¤ý üĉv ºĉj

Ăz xvĀ« ãºă Üzw£ ½vºêù ĂíÅ¹¢ ¢õw³ ¿v āºùju 

 ¢õw³ ¿v ¾¤úíu¡  ÀĊý xvĀ« ÿ¹ ¾ă ÿ ¢ÆĊý

ûwîùvĂþĊĄz Ï¾å Iºþ¤Æă ¾ĉ¼~Ăz xvĀ« û¹Āz¢Å¹ āºùj

 ¢õw³ ¿vu¡ Ĉù Ðêý¹ĀÉJ  ôÕwz Ï¾å üĉv ÿ½ üĉv ¿v

¢Åv  ¢õw³ ã¼³ ÿu¡ ¢Å¹¿v Ăz ¾¬þù xvĀ« ü¤å½

Ĉúý ĂþĊĄzĀÉ)¹ Â 

 øõ0  Ć{öá ôLLÍv$-5#  ÷wñ ½¹3  ø¤ĉ½ĀòõvDP1I  ½¹

 ¢LLLLõwLLLL³ ÿ¹ ĂLLLLí ĈLLLL£½ĀLLLLLLLÍ

( )1 1 2 1

_ _, , , ,sum before sum after sum sumZ p p p Lu=  ÿ

( )1 1 2 1

_ _, , , ,sum before sum after sum sumZ p p p Lu ¡ ¡ ¡¡ ¡=  wLLz
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 Ôĉv¾LLLÉĈù ºþLLLÉwz Ă¤LLLÉv¹ ¹Ā«ÿ ¾ĉ¿ ûÿºz ûvĀ£

¢Å¹¿v¢õw³ ĂþĊĄz xvĀ« û¹v¹u¡  ¢õw³ ćwÒå ¿v v½

 ą½wúÉ-  ã¼³¾í¹) 

Z Z¡²                  #,0$ 
1 1 1 1

_ _ _ _sum before sum after sum before sum afterp p p p¡ ¡+ ¢ +   #,1$ 

1 1

sum sumL L ¡¢                  #,2$ 

5¡w{§v  ¡w{§v ĂzwÊù øõ/ ¢Åv)  Â 

ûĀ¯ Ç½wæÅ óÿv ¿wå ½¹ ÿ āºÉ ¹½vÿ ÷ÿ¹ ôùwÝ ćwă

 üĉvÇ½wæÅwă  ºþ¤Æă ë¾¤Êù ôĉĀ´£ ºÝĀù ćv½v¹ ÀĊý

ĂõĀí ĆöuLLÆù ìĉ ĈĉĀñ ûj ½¹ Ăí āºLLÉ ±¾Õ Ĉ¤LLÊ~

ãºăI  ¿v ô{é ćwÒå û¹¾í¾~2d Ç½wæÅ wz ôùwÝ ćwă

¢Åv ÷ÿ¹J Ăz ºùj½¹ Ăí ć½ĀÕ¾¨ívº³ ĂÕĀz¾ù ĀÉ¹J  ¿v

 Ć{öá ôLLÍv ówúÝv wz ÿ½ üĉv,  ÷wñ ½¹-(- ĈñºĊ°Ċ~ I

 º³ ĈñºĊ°Ċ~ xwLLLÆ¤³v wz ø¤ĉ½Āòõv ¿v ¢úLLLÆé üĉv

ĂLLLLtv½v ćđwLLLLz IāºLLLLLLLÉ  ¾LLLLzv¾LLLLz

( ) { }( )2

2 1 1 2 2 2log log min , sumO n n n n n d P+ 

¢õw³ ¹vºÞ£ ¾¨ívº³ üĊþ°úă )¹Āz ºăvĀ· ûÿ½¹ ćwă

 ą½wúLLLÉ ¢õw³ ćwLLLÒå,  ¾zv¾z ¿wå üĉv ûwĉw~ ½¹

{ }2

2min , sumd P ¢LLÅvĂz ÷ÿ¹ ¿wå ½¹ Ä LLÅ ) ¾ă ćv¿v

 ą½wúÉ ¢õw³ ćwÒå ½¹ ¹Ā«Āù ¢õw³, Ăz ìĉ ĈÝĀý

Ăùwý¾z ø¤ĉ½ĀòõvĈù v¾«v wĉĀ~ ćÀĉ½ĀLLLÉüĉv¾zwþz J¹  wz

zĂ Ć{öá ôLLLÍv ć¾Ċñ½wí-  ÷wñ ½¹0(.  ¹vºÞ£ ¾¨ívº³

¢õw³ ą½wúLLLÉ ¢õw³ ćwLLLÒå ûÿ½¹ ćwă-  ¾zv¾z

( )( )1

1 sum sumn P P · ûj ½¹ ĂLí ¹Āz ºLăvĀ( )1

sumP  ÿ

( )1 sumn P ĂLLz ¡v¾ĊĊâ£ ĆLLþùv¹ yLLĊ£¾£1

sumL  ÿ
1 1

_ _sum before sum afterp p+¢ÅvJ Ä~  ćv¾«v ĈñºĊ°Ċ~

½¹ ÿ đwz º³ ĈñºĊ°Ċ~ xwLLLÆ¤³v wz ÷ÿ¹ ¿wåý Ă¬Ċ¤

 ĈLLñºLLĊLL°LLĊLL~ ¾LLzv¾LLz IøLL¤LLĉ½ĀLLòLLõv ôLLí

( )( ) { }( )1 2

1 1 1 1 2log min ,sum sum sumO n n n n P P d P  ¢LLLÅv

Ĉù ĂíĂz v½ ûj ûvĀ£ ¡½ĀLLLÍ( )( )33

1 1log sumO n n P 

 Ç¿v¹¾~ ûwù¿ Ăí Ĉ£½ĀLLLÍ ½¹ üĊþ°úă )¹¾í ûwĊz ÀĊý

 ĈòúăÇ½wæÅwă ºÉ wz º³vÿ ¾zv¾zI  ½¹ ø¤ĉ½Āòõv üĉv

Ăöú«ºþ¯ ûwù¿ ĈñºĊ°Ċ~ wz ÿ ćv( )3

1 2 1logO n n n n 

)¢Åv ĂöuÆù ô³ Ăz ½¹wé 

/( Ĉ£w{Åw´ù ªĉw¤ý 

Ăz½wí ĈÅ½¾z ½ĀÚþùvø¤ĉ½Āòõv ĈĉĂtv½v ćwă ô³ ½¹ āºÉ

ûwLLù¿ ÿ Ç¾LLĉ¼LL~ ĈLLöLLùwLLÝÿ¹ ĆLLöLLuLLLLÆù ćºLLþLLz
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= = -ä ää ä  ĈÞLLÅ

ýĀúý ôtwÆù ô³ ½¹ wĄýj ¢ĊæĊí  w£ āºÉ Ă ĈÅ½¾zĀÉ )¹

ø¤ĉ½Āòõv üĉvĂùwý¾z ÔĊ´ù ½¹ wă ĈLLLÆĉĀýVisual C# 

2010 ā¹wĊ~ wz Ăýwĉv½ āwò¤LLÅ¹ ìĉ ¾z ÿ āºLLÉ ć¿wLLÅ

 ¡wÎ¸ÊùIntel® CoreÊ i7-2600 CPU 3.4 GHz 

 ÿ4 GB RAM  ôùwÝ ø¤ÆĊÅ ÔĊ´ù ½¹Windows 7 

āºÉ Ă¤Év¼ñ v¾«v Ăz ĈÑwĉ½ óºù üĊþ°úă )ºývM1  wz

÷¾ý ¿v ā¹wæ¤LLÅv ½vÀåvCPLEX  Ć¸LLÆý,*,, āºLLÉ ô³

¾zv¾z ôtwÆù ĆĊöí ½¹ ÀĊý ô³ Ĉýwù¿ ¢ĉ¹ÿº´ù )¢Åv 

.1++ )¢Åv āºÉ Ă¤å¾ñ ¾Úý ½¹ ĂĊýw§ 

  Ăz Ă«Ā£ wzûwù¿ ÿ Ç¾ĉ¼~ ĆöuÆù û¹Āzºĉº« ćºþz

Ç½wæÅ ±¾Õ Ăõwêù üĉv ½¹ Ăí ĈöùwÝÿ¹ ćwăÉ ĈÞÅ Iāº

 ½¹ ĂýĀúý ôtwÆù ºĊõĀ£ ąĀ´ý ¿v ć¾ĊñĀòõv wz w£ āºÉ

ûwù¿ ÿ Ç¾ĉ¼~ ÛĀÑĀù ¡wĊz¹vÇ½wæÅ ćºþz ÀĊý ÿ wă

ûwù¿ ĆþĊù¿ ½¹ Ă¤É¼ñ ¡wÞõwÖù ćºþz ÿ ĈöùwÝºþ¯

 Ăz Iºĉº« ĆöuÆù Ôĉv¾É ÃwÅv¾z Ĉ£v¾ĊĊâ£ ówúÝv

Ăz ĂýĀúý ôtwÆù Ĉ³v¾Õ)¹ĀÉ Ă¤·v¹¾~ Ĉå¹wÎ£ ½ĀÕ 

Èĉwù¿j Ăí w¬ýj ¿vûwÊý Ĉ£wùºêù ćwă ¢Åv üĉv ąºþă¹

 ÿ ºùj½¹ IôùwÝ ¾ă Ç½wæLLÅ ¹vºÞ£ ćwă¾¤ùv½w~ wĄþ£ Ăí

¡ºù Ç¿v¹¾~ ûwù¿Ç½wæLLLÅwăć  ôùwÝ ÿ óÿv ôùwÝ

$ ¹¾í¾ĉ¹1t óÿv ôùwÝ #½wí ½¹v ø¤ĉ½Āòõv ¹¾îöúÝ ÿ Ĉĉ
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Ătv½v½v¼ñ¾Ċ§m£ āºLLÉ ¢LLÅv wă¾¤ùv½w~ üĉv wĄþ£ Ăùv¹v ½¹ I

Èĉwù¿j ½¹ćwă  ¾Úý ½¹ Ĉ£w{LLLÅw´ù¾ñāºLLLÉ Ă¤åºývJ 

üĉv¾zwþz ûwù¿ Ç¿v¹¾~ ćwăÇ½wæLLÅwăć  ¿v óÿv ôùwÝ

 ą¿wz ÿ¹ ½¹ Ă¤LLÆLLÆñ ¢·vĀþîĉ Üĉ¿Ā£[ ]1,10  èzwÖù

ÃĀuõ ÿ ûĀ{ĊzĀý $-+,,#  ÿ[ ]1,100  ¡wĊz¹v ÃwÅv¾z

ûwù¿ ÛĀLLÑĀù$ ĈöùwÝºþ¯ ćºþzýwÖöLLÅĈ  ûv½wîúă ÿ

$-+,+$ ûv½wîúă ÿ ðþ¯ I#-+,.#  ÿõĈ  ûv½wîúă ÿ

$-+,+# Ç½wæÅ ¾ă ôĉĀ´£ ºÝĀù )¢Åv āºÉ ºĊõĀ£ #

 ºþýwù óÿv ôùwÝ ¿vi  Ĉö{é ¡wÞõwÖù èzwÖù ÀĊý

$ýwÖöÅĈ $ ûv½wîúă ÿ-+,+õ I#Ĉ $ ûv½wîúă ÿ-+,+ I#

zĀýĊ$ ÃĀuõ ÿ ûĀ{-+,, ÿ #Ċĉ$ ûv½wîúă ÿ ü-+,-#  ÿ

ĂLLz ĂLL¤LLLÆLLLÆñ ¢LL·vĀþîĉ Üĉ¿Ā£ ¿v ¡½ĀLLLÍ

( ) ( ){ }1 1max , 1 / 2 , 1 / 2i sum sump U P R P Rt t- - - +è øê ú
 

āºÉ ºĊõĀ£  ûj ½¹ Ăí1t  ÿR Ăz£ ¹¾í¾ĉ¹ ôùwÝ yĊ£¾

 ôĉĀ´£ ºÝĀù Ĉñºþív¾~ ôùwÝ ÿ óÿv ôùwÝ ½¹ )ºþ¤LÆă

 ¾ĉ¹wêù ĂÞõwÖù üĉv.*+  ÿ2*+  ćv¾z1t  Ă¤å¾ñ ¾Úý ½¹

Ăz )¢Åv āºÉÇ½wæÅ ¹vºÞ£ ¾Ċ§m£ ĈÅ½¾z ½ĀÚþù ćwă

Ç½wæÅ ¹vºÞ£ ôtwÆù ¿v ĈúĊý ½¹ IôùwÝ ¾ă ôùwÝ ćwă

Ç½wæÅ ¹vºÞ£ äÎý óÿvùwÝ ćwă$ ÷ÿ¹ ô1 22n n= #

Ç½wæLLLÅ ¹vºÞ£ ¾zv¾z ÿ¹ ¾òĉ¹ ĈúĊý ½¹ ÿ ôùwÝ ćwă

÷ÿ¹          $1 22n n= üĊþ°úă )¢Åv āºÉ ×w´õ #

 ºùj½¹ ½vºêùÇ½wæLLLÅwăć  Üĉ¿Ā£ ¿v óÿv ôùwÝ

 ą¿wz ÿ¹ ½¹ Ă¤LLLÆLLLÆñ ¢·vĀþîĉ11,2 ipè ø³ê ú  ÿ
11,20 ipè ø³ê ú  ¾ĉ¹wLLêù )¢LLLLÅv āºLLLLÉ ºLLĊõĀ£

Ă¤å¾ñ¾Úý½¹ ±ĀÖLLÅ ÿ ĂöuLLÆù ćwă¾¤ùv½w~ ćv¾z āºLLÉ

 ½¹ wĄýj Ăz ÓĀz¾ù óÿº«)¢Åv āºÉ ā¹v¹ ûwÊý  üĉºz

Ă¤å¾ñ¾Úý½¹ ¾ĉ¹wêù ÃwÅv¾z yĊ£¾£ ÿ ºùj½¹ ćv¾z āºÉ

 Ióÿv ôùwÝ Ç¿v¹¾~ ûwù¿t  yĊí¾£ ÿ óÿv ôùwÝ

ôLLùwLLÝ Ç½wLLæLLLLLÅ ¹vºLLÞLL£ ¹vºLLÞLL£ wLLă,1                                   

$2 2 2 2³ ³ ³÷wý wz äö¤¸ù āÿ¾ñ # ćwă01G  w£

G16Ĉù ôîLLLÉ IĂz )¹¾Ċñāÿ¾ñ ¿v ìĉ¾ă ćv¿v ćwă

,1 ĆöuLLÆù ą¿vºýv ĂLLÅ IĂýwñ2+ I,,+  ÿ,0+ Ăz ÿ ćv¿v

 ć¾Å ¾ă ½¹ ā¿vºýv ¾ă,+ uÆù ĈÅ½¾z ĂýĀúý ĆöºÉ ā

 )¢Åv 

óÿº«$, 5# ā¹wæ¤Åv ćwă¾¤ùv½w~ ¡wÎ¸Êù ºĊõĀ£ ½¹ āºÉ

ĂýĀúý ôtwÆù 
¾¤ùv½w~ ÷wý ¹wúý ½vºêù ²ÖÅ 

ā¿vºýv n 

2+ 
,,+ 
,0+ 

2+ 
,,+ 
,0+ 

óÿv ôùwÝ Ç½wæÅ ¹vºÞ£ n1 
2n1=n2 Low 

n1=2n2 High 

óÿv ôùwÝ ºùj½¹ qi_1 
[1,2×pi

1] Low 

[1,20×pi
1] High 

 ûwù¿óÿv ôùwÝ Ç¿v¹¾~ pi_1 
[1,10] Low 

[1,100] High 

 ½vºêùŰ óÿv ôùwÝ tou_1 
.*+  Low 

2*+ High 

 ĈÑwĉ½ óºù Ăí ¹v¹ ûwÊý Ĉ£w{Åw´ù ªĉw¤ý ûĀ¯M1 

 ¹wÞzv w£ wĄþ£ ĂýĀúý ôtwÆù ĆĊöí ô³ Ăz ½¹wé.0  Ç½wæÅ

¢Åv  ø¤ĉ½Āòõv Ĉå¾Õ ¿v ÿDP1  ¹wÞzv w£ v½ ôtwÆù2+ 

Ăz Ç½wæÅ wĄþ£ Ăùv¹v ½¹ J¢Åv ā¹¾í ô³ ôùwí ½ĀÕ

 ø¤ĉ½Āòõv ªĉw¤ýDP1 Ĉù Ătv½vĀÉ ¾Ċ§m£ ĈÅ½¾z ćv¾z)¹

 ćwă¾¤ùv½w~óÿº«  ø¤ĉ½Āòõv ¾zDP1 ÀĊõwýj ¿v I

Äýwĉ½vÿ-, v āºÉ ā¹wæ¤Åv¢Åüĉv¾zwþz J  ¹vºÞ£ Ăz Ă«Ā£ wz

āÿ¾ñā¿vºýv ÿ wă Iäö¤¸ù ćwă/3 $.=,1½wúĊ£ #--  ½¹

Åv āºÉ Ă¤å¾ñ ¾ÚýĈþ¤æñ )¢ ÈĊ~ ĂÅ Ăí ¢Åv Ï¾å

ówù¾ý ôùwÉ Äýwĉ½vÿ ÀĊõwýj ĈöÍvôê¤Æù ÿ û¹Āz û¹Āz

āºýwúĊéwzÄýwĉ½vÿ ć¾zv¾z ÿ wăz wăºÉ ĈÅ½¾  üĉv Ćúă ÿ

ÈĊ~Ï¾åāºÉ Ă¤å¾ĉ¼~ wă Ć¬Ċ¤ý )ºýv ½¹ ôĊö´£ üĉv

$ óÿº«- # ¶Åw~ ¾Ċâ¤ù ćv¾z< ĂþĊĄz ĆýĀúý ôtwÆù ºÍ½¹

ô³ ÔÅĀ£ āºÉDP1  ½¹.1++ ĂĊýw§; ½¹ Èĉwúý Ăz 

)¢Åv āºùj ÃwÅv¾z  óÿº«$,# ý ÀĊºÍ½¹  ôtwÆù

āºÉ ô³ ć¾¤ÊĊzºýv) 



ĂþĊÊĊzöuÆù ½¹ ¹ĀÅ ć¿wÅĆ ûwù¿ ÿ Ç¾ĉ¼~ ĈöùwÝÿ¹ºþzć ¯½w îĉĆ Ç½wæÅwă *40 

 
 

  óÿº«$-# ºÍ½¹ ćv¾z ćv¾z Äýwĉ½vÿ ÀĊõwýj óÿº« 5

ô³ ĂþĊĄz ĆýĀúý ôtwÆùāºÉ 

Ă¤å¾ñ¾Úý½¹ ćwă¾¤ùv½w~ ²ÖÅ ½¹ Èĉwù¿j üĉv ½¹ āºÉ
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 ûwþĊúÕv ²ÖÅ ½¹ Ĉòúă0 ½¹ )ºþ¤Æă ½v¹wþÞù ºÍ½¹

 ôîÉ. ÀĊý ½w§j  ûwÊý ¶Åw~ ¾Ċâ¤ù ¾z wă¾¤ùv½w~ ĈöÍv

ûwúă )¢Åv āºÉ ā¹v¹ Ì¸Êù ÀĊý ôîÉ üĉv ½¹ Ăí ½ĀÕ

 ¾z )ºþ¤Æă ½v¼ñ¾§v ¶Åw~ ¾Ċâ¤ù ¾z wă¾¤ùv½w~ ĆĊöí ¢Åv

 ¿v ć¾¤úí ºÍ½¹ ĂöuÆù ¹wÞzv ÈĉvÀåv wz ÃwÅv üĉv

Ăz ôtwÆù ÔÅĀ£ ĂþĊĄz ½ĀÕDP1 āºÉ ô³ºývJ Ăz ć½ĀÕ

 ¹wÞzv ½¹ Ăí2+ I,,+  ÿ,0+ Ç½wæÅ Ăz" yĊ£¾£,++ I

"1-*40 " ÿ20*3. Ăz ĂýĀúý ôtwÆù ¿v ô³ ĂþĊĄz ½ĀÕ

āºÉ wz üĊþ°úă )ºývć¾Ċñ½v¾é  ²ÖÅ ½¹ wă¾¤ùv½w~ ¾ĉwÅ
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 ôîÉ.)  ½v¹Āúý½w§j  ºÍ½¹ 5¶Åw~ ¾Ċâ¤ù Iwă¾¤ùv½w~ ĈöÍv

ô³ ĂþĊĄz ĆýĀúý ôtwÆù ÔÅĀ£ āºÉDP1 

 ½¹ óÿº«Ăz ô³ ªĉw¤ý ćv¿v,1  āÿ¾ñG01  w£G16 I

)¢Åv āºÉ Ătv½v 

 ć½wî¤zv ø¤ĉ½Āòõv ¹¾îöúÝ ĈÅ½¾z ćv¾z óÿº« üĉv ½¹

GAO  Ĉ{Æý ãv¾´ýv ºÍ½¹ üĊòýwĊù ½wĊÞù ¿v

$-/RPD  # Ă{Åw´ù ¾ĉ¿ ĆÖzv½ èzwÖù Ăí āºÉ ā¹wæ¤Åv

ĈùĀÉ5¹ 

100
opt GAO

opt

Z Z
RPD

Z

-
= ³   #,.$ 

 çĀå ĆÖzv½ ½¹
optZ  ÿGAOZ Ăz Üzw£ ½vºêù yĊ£¾£

ø¤ĉ½Āòõv ¿v ôÍw³ ãºă ćwăDP1  ÿ #ĂþĊĄz$GAO 

¢Åv) 

 ½¹óÿº« Ĉù āºăwÊù ûvĀ£¾í ¹wÞzv ÈĉvÀåv wz Ăí ¹

¡ºù IôtwÆù ø¤ĉ½Āòõv ôí ô³ ûwù¿DP1  ÀĊý ÿ

¡ºùã¾Í ûwù¿ ø¤ĉ½Āòõv üĉv ¿wå ÿ¹ ¿v ìĉ¾ă ½¹ āºÉ

¢Åv Ă¤åwĉ ÈĉvÀåv ÀĊýJ ĂzĂz Ăí ć½ĀÕ üĊòýwĊù IyĊ£¾£

¡ºùô³ ĂþĊĄz ĆýĀúý ôtwÆù ô³ ûwù¿ ¹wÞzv wz āºÉ2+ I

,,+  ÿ,0+  ¾zv¾z Ç½wæÅ+/*,. I31*-43  ÿ--*/,1 

)¢Åv ĂĊýw§

Source S.S.* d.f.**  M.S.***  F P-Value 

Model ...*,0,03. -+ ,12*2024 ..4*--  +++*+  

n +++*--1-0 - 0++*,,.,- ./.*..  +++*+  

n1 0++*--132 , 0++*--132 32+*11  +++*+  

qi1 3..*,,+-+ , 3..*,,+-+ /3.*.-  +++*+  

pi1 3..*,.+-+ , 3..*,.+-+ .23*.3  +++*+  

Ű1 0++*,132 , 0++*,132 42/*/  +-1*+  

n * n1 +++*--1-0 - 0++*,,.,- ./.*..  +++*+  

n * qi1 112*3+/, - 3..*/+-+ 30,*,,  +++*+  

n * pi1 112*,+-4, - 3..*0,/0 ,12*,0  +++*+  

n * Ű1 +++*,1-0 - 0++*3,- .40*-  +4-*+  

n1 * qi1 3..*,,+-+ , 3..*,,+-+ /3.*.-  +++*+  

n1 * pi1 3..*,.+-+ , 3..*,.+-+ .23*.3  +++*+  

n1 * Ű1 0++*,132 , 0++*,132 42/*/  +-1*+  

qi1* pi1 0++*/132 , 0++*/132 3,1*,.  +++*+  

qi1* Ű1 3..*20-+ , 3..*20-+ ,12*--  +++*+  

pi1 * Ű1 3..*-+  , 3..*-+  +1,*+  3+/*+  

Error ,12*,002-4 /04 -24*..4   

Total +++*//2++++ /3+    

* S.S. : Sum of Squares 
** d.f. : degree of freedom 

*** M.S. : Mean of Squares 

Source S.S.* d.f.**  M.S.***  F P-Value 

Model ...*,0,03. -+ ,12*2024 ..4*--  +++*+  

n +++*--1-0 - 0++*,,.,- ./.*..  +++*+  

n1 0++*--132 , 0++*--132 32+*11  +++*+  

qi
1 3..*,,+-+ , 3..*,,+-+ /3.*.-  +++*+  

pi
1 3..*,.+-+ , 3..*,.+-+ .23*.3  +++*+  

Ű1 0++*,132 , 0++*,132 42/*/  +-1*+  

n * n1 +++*--1-0 - 0++*,,.,- ./.*..  +++*+  

n * qi
1 112*3+/, - 3..*/+-+ 30,*,,  +++*+  

n * pi
1 112*,+-4, - 3..*0,/0 ,12*,0  +++*+  

n * Ű1 +++*,1-0 - 0++*3,- .40*-  +4-*+  

n1 * qi
1 3..*,,+-+ , 3..*,,+-+ /3.*.-  +++*+  

n1 * pi
1 3..*,.+-+ , 3..*,.+-+ .23*.3  +++*+  

n1 * Ű1 0++*,132 , 0++*,132 42/*/  +-1*+  

qi
1* pi

1 0++*/132 , 0++*/132 3,1*,.  +++*+  

qi
1* Ű1 3..*20-+ , 3..*20-+ ,12*--  +++*+  

pi
1 * Ű1 3..*-+  , 3..*-+  +1,*+  3+/*+  

Error ,12*,002-4 /04 -24*..4   

Total +++*//2++++ /3+    

* S.S. : Sum of Squares 
** d.f. : degree of freedom 

*** M.S. : Mean of Squares 
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#ĂĊýw§$ ô³ ûwù¿ ¡ºù üĊòýwĊù óÿv ¿wå 5 R¡đw³ ºÍ½¹ üĊòýwĊù  5÷ÿ¹ ¿wå R¡đw³ ºÍ½¹ üĊòýwĊù 

ni qi
1 pi

1 Ű1 n ôí 
¿wå 

óÿv 

¿wå 

÷ÿ¹ 

 ĈÅ½¾z

āºÉ 

ôĊõ¹ Ăz āºÉ ã¼³  ôê¤þù

 Ăz āºÉ

 ÷ÿ¹ ¿wå 

 ĈÅ½¾z

āºÉ 

ã¼³ āºÉ ôĊõ¹ Ăz  
 Ĉéwz

āºýwù đwz º³ 
ôÍv 

 Ć{öá, 
đwz º³ 

ôÍv 

{öáĆ - 

G01 

2
n

1 =
n

2  

  

.*+  

2+ ,+ -3*3  +3*+  +-*+  +1*+  1+*-1 .3*3  /.*32 -+*/  /+*2. 1-*4+ .2*,  +,*3  

[1
,2

×
 p

i1 ] 

[,,,+] 

,,+ ,+ -+*2  .1*+  +2*+  -4*+  .3*-0 /1*1  3-*4+ 2-*-  1-*2/ /+*4. ,0*,  /0*0  

,0+ ,+ 04*1  +4*,  -/*+  30*+  ,,*,4 4+*/  ,2*4. 4.*,  34*3+ ,4*4. -4*-  0,*/  

G02 2*+  

2+ ,+ ,0*-/ -0*+  +-*+  -.*+  3+*0  4,*-  .1*4- 2/*/  -+*4/ 24*32 2,*.  0+*3  

,,+ ,+ 44*-/ 21*,  ,+*+  11*,  11*-  20*,  ,-*40 ,-*.  ./*42 ,2*4+ 1+*/  -.*0  

,0+ ,+ -,*-0 4-*2  -4*+  1/*2  1,*,  /-*,  .+*41 -3*-  .4*43 .+*34 //*1  -1*/  

G03 

[,,,++] 

.*+  

2+ ,+ 31*,- -3*+  +.*+  -0*+  24*0  ++*+  ++*4/ ++*1  -,*4/ 43*3, 41*1  +1*,, 

,,+ ,+ -/*,+ 0,*.  ,,*+  /+*.  1+*-  ++*+  +2*41 4.*.  /+*42 .4*3+ .+*,, .,*3  

,0+ ,+ --*,, /-*,3 .4*+  +.*,3 1.*,  ++*+  -+*42 3+*-  .2*43 //*24 /4*,/ +2*1  

G04 2*+  

2+ ,+ //*,, 12*+  +.*+  1/*+  43*,  ++*+  +.*4/ 42*0  +-*43 ,0*34 .4*.  /2*2  

,,+ ,+ 2-*,+ --*,3 ,,*+  ,,*,3 ./*+  ++*+  +2*41 4.*.  11*44 24*31 /2*3  20*/  

,0+ ,+ 0/*,- 3.*,.- .3*+  //*,.- ,/*+  ++*+  -,*42 24*-  31*44 +,*33 /3*3  0,*.  

G05 

[1
,2

0
× p

i1 ] 

[,,,+] 

.*+  

2+ ,+ ,1*-  +2*+  +-*+  +0*+  ,,*-0 4-*,+ -+*30 33*.  34*2/ .-*4- ++*+  13*2  

,,+ ,+ 1+*.  .2*+  +3*+  -4*+  //*-, /,*,+ +/*32 00*-  01*23 33*4. 2/*+  .3*0  

,0+ ,+ ,3*/  +3*,  -2*+  3,*+  41*-. 4,*0  -0*4- 30*,  +/*21 -/*40 1,*+  ,0*/  

G06 2*+  

2+ ,+ /4*,0 -3*+  +-*+  -1*+  ++*1  4,*-  .1*4- 2.*/  ++*4/ 32*32 03*.  00*3  

,,+ ,+ +3*-. ,-*0  ,+*+  +-*0  12*,  22*,  +4*40 ,.*.  ..*43 1.*30 04*3  23*0  

,0+ ,+ 1-*-, 1-*.3 ..*+  -4*.3 32*+  /,*,  .,*41 -3*-  ,.*44 3-*31 24*3  .3*/  

G07 

[,,,++] 

.*+  

2+ ,+ 3-*2  -/*+  +.*+  -,*+  +1*3  ++*+  ,-*4/ 33*0  4/*4, 4,*33 2.*-  .0*3  

,,+ ,+ ,,*4  -2*-  ,-*+  ,0*-  ,0*.  ++*+  ,.*41 32*.  30*41 3+*30 .1*2  3/*1  

,0+ ,+ 0.*4  4.*-1 .2*+  01*-1 3+*+  ++*+  ,2*42 3.*-  -+*44 .-*31 40*2  2/*0  

G08 2*+  

2+ ,+ 40*,/ 1/*,  +.*+  1,*,  +.*,  ++*+  +1*4/ 4/*0  42*43 +4*30 -2*1  1/*3  

,,+ ,+ //*,1 +4*21 ,-*+  42*20 ,3*+  ++*+  +4*41 4,*.  3-*44 ++*3. .1*,, 1/*0  

,0+ ,+ -,*,/ 3,*123 .3*+  //*123 +0*+  ++*+  ,2*42 3.*-  40*44 0.*23 ,,*,2 .1*/  

G09 

n
1 =

2
n

2  

[1
,2

×
 p

i1 ] 

[,,,+] 

.*+  

2+ ,+ 04*-  /.*+  +,*+  /-*+  40*+  +2*,- ,3*23 20*4  +0*44 3/*3/ -0*3  4,*1  

,,+ ,+ 2,*-  //*.  +0*+  .4*.  02*+  ,0*,+ -,*3/ 1/*0  /.*44 /1*3- 2,*,- 3.*/  

,0+ ,+ 10*-  03*-. ,1*+  /-*-. .0*+  14*1  -+*34 ,,*/  10*44 14*3. 0.*,- 23*.  

G10 2*+  

2+ ,+ ./*/  01*,  +,*+  00*,  ,3*+  44*,  +2*32 40*,+ 3-*44 2+*33 /.*2  33*.  

,,+ ,+ 20*/  30*-4 +1*+  24*-4 +1*+  ,0*,  4+*4, 40*1  4/*44 ,+*33 .4*4  0,*-  

,0+ ,+ .-*/  00*,0/ -+*+  .0*,0/ +.*+  4/*+  4.*4. ,/*0  42*44 .2*33 3.*4  3+*,  

G11 

[,,,++] 

.*+  

2+ ,+ -2*.  3/*,1 +-*+  3-*,1 +3*+  ++*+  2-*32 -3*,- 4-*44 4,*20 2-*,1 .2*2  

,,+ ,+ 44*-  .2*,,4 +3*+  -3*,,4 +.*+  ++*+  -+*4- 3+*2  42*44 /2*23 01*,1 42*/  

,0+ 0 +/*,  ,-*.4+ -3*+  3.*.34 +,*+  ++*+  .,*4/ 14*0  44*44 ..*4. -1*/  /,*-  

G12 2*+  

2+ ,+ 2/*.  30*,- +,*+  3/*,- +.*+  ++*+  +-*32 43*,- 42*44 ,.*32 4-*3  4/*.  

,,+ ,+ 00*/  1-*-0. +4*+  0.*-0. +,*+  ++*+  /,*4- 04*2  44*44 +/*32 02*,+ .4*-  

,0+ ,+ /2*/  /2*,33/ -2*+  -,*,33/ ++*+  ++*+  ..*4/ 12*0  ++*,++ 2/*32 01*,+ 2+*,  

G13 

[1
,2

0
× p

i1 ] 

[,,,+] 

.*+  

2+ ,+ 03*,  /3*+  +,*+  /2*+  01*,  /-*,0 4,*2/ 12*4  //*43 2-*34 +2*/  -,*1  

,,+ ,+ 3.*,  .3*,, +1*+  .-*,, 11*+  04*,, 4-*3- 0+*0  ./*44 /,*33 +/*2  00*/  

,0+ ,+ 1-*-  /+*,,- -,*+  ,4*,,- --*+  ,+*0  03*4+ .-*/  23*44 /.*3/ 34*,, 13*.  

G14 2*+  

2+ ,+ -4*/  ,/*,. +,*+  ,.*,. +1*+  0/*,  ,/*32 .,*,, 4/*44 /0*3+ 4-*,/ 1.*/  

,,+ ,+ -3*/  +/*011 +4*+  40*010 +-*+  24*+  .1*4- 30*1  43*44 .3*21 02*-+ +1*.  

,0+ 1 +0*2  ,0*,41- -2*+  33*,41, +,*+  1/*+  .+*4/ +2*0  44*44 3.*3+ +,*,2 ,0*-  

G15 

[,,,++] 

.*+  

2+ ,+ -2*-  22*.  +,*+  21*.  ,,*+  ++*+  2-*32 -3*,- 34*44 .,*31 /1*2  -.*1  

,,+ ,+ +1*.  -0*3./ +2*+  ,3*3./ +,*+  ++*+  -3*4- 2-*2  44*44 20*3+ /4*,/ 21*/  

,0+ . /,*,  .4*3,+ -4*+  ,,*3,+ +,*+  ++*+  01*4/ //*0  44*44 32*4- 14*/  //*-  

G16 2*+  

2+ ,+ ,/*0  +3*,01 +,*+  +2*,01 +,*+  ++*+  0-*32 /3*,- 44*44 /,*2, 2/*-. 30*/  

,,+ . 11*.  ,3*-301 +3*+  ,+*-301 ++*+  ++*+  4/*4, +1*3  ++*,++ -2*2. 20*-. 43*-  

,0+ + - - - - - - - - - - - - 

üĊòýwĊù   --*3  +-*-.4 ,.*+  34*-.3 +1*/  2,*-  03*4, 22*0  4/*40 20*30 +/*4  -,*0  
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